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Wstęp 


Równania całkowe stanowią bardzo ważną gałąź analizy nieliniowej, która znaj- 
duje liczne zastosowania w wielu różnych dziedzinach opisujących i modelujących 
zjawiska spotykane w tzw. świecie rzeczywistym i występujące w wielu naukach 
przyrodniczych, jak również w wielu dziedzinach mających charakter inżynierski 
i techniczny. Należałoby tutaj wymienić m.in. takie dziedziny jak mechanika, hy- 
drodynamika, termodynamika, astronomia, fizyka matematyczna, biologia i ekono- 
mia. Zasięg zastosowań teorii równań całkowych znacznie powiększa się szczególnie 
w ostatnich latach. 

Ujmując rzecz z historycznego punktu widzenia należałoby tutaj wspomnieć 
przede wszystkim fundamentalne prace szwedzkiego matematyka I. Fredholma, 
który na przełomie XIX i XX wieku stworzył teorię opisującą dość głębokie fakty 
dotyczące tzw. liniowych równań całkowych Fredholma. Następne ważne rezultaty 
dotyczące liniowych równań całkowych należałoby przypisać V. Volterze, którego 
prace dotyczyły m.in. równań całkowych, które nazwano jego nazwiskiem. 

Niewątpliwe zasługi w rozwoju teorii równań całkowych ma niemiecki mate- 
matyk A. Hammerstein, który w latach trzydziestych ubiegłego stulecia uzyskał 
podstawowe rezultaty [26] dotyczące nieliniowych równań całkowych zwanych rów- 
naniami Hammersteina. 

Wyczerpujący przegląd rozwoju teorii równań całkowych aż do lat sześćdziesią- 
tych XX wieku został przedstawiony w monografii [27], której autorami są wybitni 
matematycy rosyjscy. W monografii tej można znaleźć dane bibliograficzne doty- 
czące m.in. wyżej wspomnianych prekursorów teorii równań całkowych. 

Warto zwrócić uwagę na bardzo istotny fakt, że równania całkowe są niejako 
wtórną teorią w stosunku do teorii równań różniczkowych (zwyczajnych i cząst- 
kowych). Wiele wyników uzyskanych w teorii równań całkowych ma niewątpliwie 
swój początek w teorii równań różniczkowych. Kwestie te są dość obszernie omó- 
wione w czterotomowej monografii W. Pogorzelskiego [33] (por. również [32]). 
Z nowszych opracowań związanych z zasygnalizowaną tematyką należałoby tutaj 
wymienić np. [11, 17, 20]. 


W wielu problemach rozważanych w matematyce i jej zastosowaniach łatwo 


jest spotkać zagadnienia dotyczące układów równań całkowych. Większość tych 
zagadnień można ująć przy pomocy podobnego aparatu, jak pojedyncze równania 
całkowe. Jednakże sytuacja znacznie się komplikuje i staje się bardzo odmienna 
przy rozważaniu nieskończonych układów równań całkowych. Spowodowane jest 
to wieloma czynnikami związanymi głównie ze znacznym stopniem komplikacji 
tego zagadnienia. Mianowicie, rozwiązań nieskończonych układów równań całko- 
wych należy poszukiwać w postaci ciągów funkcyjnych, a więc pojawia się kwestia 
poszukiwania odpowiedniej przestrzeni zawierającej takie ciągi oraz aparatu mate- 
matycznego, który umożliwiłby przeprowadzenie odpowiednich rozważań w takich 
przestrzeniach. 

Warto zwrócić tutaj uwagę na pewne problemy, w których pojawiają się nie- 
skończone układy równań całkowych. Do takich problemów należy niewątpliwie za- 
liczyć proces tzw. semidyskretyzacji stosowany przy znajdywaniu rozwiązań pew- 
nych typów równań różniczkowych cząstkowych (por. [20, 21|). Warto również 
wspomnieć o tym, że w ostatnich latach nieskończone układy równań całkowych 
pojawiły się w związku z rozważaniami dotyczącymi zagadnień brzegowych dla 
nieskończonych układów równań różniczkowych [12, 30]. 

Jednakże teoria nieskończonych układów równań całkowych jest niewątpliwie 
teorią bardzo młodą, której rozwój rozpoczął się względnie niedawno. Do tej 
pory pojawiło się stosunkowo niewiele prac poświęconych tematyce nieskończonych 
układów równań catkowych (por. [5, 8, 9, 13, 14, 19]). Okazuje się, że tematyka 
związana z nieskończonymi układami równań całkowych jest dość trudna i wymaga 
pokonania wielu trudności. 

Niniejsza rozprawa doktorska jest poświęcona głównie tematyce nieskończonych 
układów równań całkowych. Celem pracy jest zbadanie warunków wystarczających 


dla rozwiązalności takich układów w klasie ciągów funkcyjnych określonych na 


półprostej rzeczywistej R = [0, oo) i takich, ze dla dowolnie ustalonej liczby z tej 
półosi otrzymujemy ciąg liczbowy ograniczony. Okazuje się, że zagadnienie takie 
jest rozpatrywane po raz pierwszy w dwóch pracach [6, 15], które dopiero co zostały 
opublikowane i na których opiera się niniejsza rozprawa doktorska. 


Dla realizacji wspomnianego wyżej celu stworzony został odpowiedni aparat 


matematyczny bazujący na pojęciu miary niezwartości. Ujmując rzecz precy- 


zyjniej, w przedkładanej pracy skonstruowano odpowiednie miary niezwartości 


w przestrzeni BC(R,, Æ) złożonej z funkcji określonych na półprostej R4, o warto- 


ściach w zadanej przestrzeni Banacha Æ. O funkcjach tych zakłada się dodatkowo, 


że są ciągłe i ograniczone na R,. 


Miary niezwartości w przestrzeni BC (R4, Æ) zostały po raz pierwszy skonstru- 
owane we wspomnianych wyżej pracach [6, 15] i okazały się być dość wygodnym 
narzędziem do badania istnienia rozwiązań nieskończonych układów równań cał- 
kowych ogólnej postaci. Konstrukcja tych miar niezwartości bazuje na tym, że 
w przestrzeni Banacha FE zadana jest a priori pewna, dowolna miara niezwartości 
(zdefiniowana aksjomatycznie). 

Należałoby tutaj wspomnieć, że poprzednio opublikowane prace związane z te- 
matyką nieskończonych układów równań całkowych, dotyczyły nieskończonych 
układów równań całkowych na przedziale ograniczonym [0,7]. Zaledwie jedna 


praca [5] podejmowała tematykę istnienia rozwiązań nieskończonych układów rów- 


nań całkowych w przestrzeni BC(R,, Æ), ale przy założeniu, że w przestrzeni Ba- 


nacha E zadana jest tzw. regularna miara niezwartości, która jest dodatkowo 
równoważna bardzo wygodnej mierze niezwartości Hausdorffa. Okazuje się, że 


w takiej sytuacji można w dość prosty sposób skonstruować miarę niezwartości 


w przestrzeni BC(R,,E), która jest wygodna w stosowaniu. Niestety w wielu 


przestrzeniach Banacha regularne miary niezwartości, równoważne mierze Haus- 


dorffa nie istnieją. Niniejsza rozprawa doktorska poświęcona jest właśnie miarom 
niezwartości i nieskończonym układom równań całkowych w takich właśnie prze- 
strzeniach BC (R+, Æ). 


Przedkładana rozprawa doktorska składa się, poza Wstępem, z pięciu rozdzia- 


łów. Rozdziały 1 i 2 zawierają fakty pomocnicze wykorzystywane w dalszym ciągu 
rozprawy. W szczególności Rozdział 2 omawia znaną już w literaturze przedmiotu 
teorię miar niezwartości Kuratowskiego, Hausdorffa oraz miary zdefiniowane ak- 
sjomatycznie, jak również wiele faktów dotyczących tej teorii. 

Rozdział 3, mający również charakter pomocniczy, zajmuje się miarami nie- 


zwartości w przestrzeni BC([0, T], Æ) przy założeniu, że w Æ zadana jest dowolna 


miara niezwartości zdefiniowana aksjomatycznie. Ponadto, w tym rozdziale omó- 


wione są miary niezwartości w przestrzeni BC(R4+,E) skonstruowane przy za- 


łożeniu, że w przestrzeni Banacha £ zadana jest regularna miara niezwartości 


równoważna mierze Hausdorffa. 


Wykorzystane tutaj zostały rezultaty pracy [5]. 


Zasadnicze rezultaty pracy doktorskiej, wspomniane poprzednio, zostały przed- 


stawione i omówione w Rozdziałach 4 i 5. Rezultaty te dotyczą konstrukcji miar 


niezwartości w przestrzeni BC( 


Ri, Æ) przy założeniu, że w przestrzeni E zadana 


jest miara niezwartości zdefiniowana aksjomatycznie. W tych rozdziałach znaj- 


dują się również twierdzenia o istnieniu rozwiązań nieskończonych układów rów- 


nań całkowych, które należą do przestrzeni BC(R,, Æ) (konkretnie do przestrzeni 


BC(R;,lx)). Odpowiednie przykłady ilustrują przedstawione rezultaty. Jak już 


wcześniej zostało wspomniane, rezultaty przedstawione w Rozdziałach 4 i 5 opie- 


raja się na wynikach prac [6, 15]. 


1 Preliminaria 


W tej pracy będą używane standardowe oznaczenia. Mianowicie, przez symbol 


R będzie oznaczany zbiór liczb rzeczywistych, podczas gdy N prezentuje zbiór liczb 


naturalnych. Ponadto oznaczono R. = [0,oo). 


Podstawowym obiektem rozważanym w pracy będzie przestrzeń Banacha E 
z normą ||: ||p. W niektórych sytuacjach norma będzie oznaczana przez || - ||. 
Element zerowy przestrzeni Æ będzie oznaczony przez 0. 


W tej pracy będziemy zajmować się przestrzeniami Banacha nad ciałem liczb 


rzeczywistych R mimo, że większość rozważanych tutaj pojęć ma sens w zespolonej 
przestrzeni Banacha, a nawet w przestrzeni metrycznej. 

Przez B(x,r) (B(x,r)) będzie oznaczona kula otwarta (domknięta) o środku 
w z i promieniu r. Symbol B, będzie używany, aby oznaczyć kulę B(0,r), oraz 
analogicznie symbol B, będzie stosowany zamiast B(6, r). 


Jeżeli X, Y są podzbiorami przestrzeni Banacha EF, wtedy będą używane stan- 


dardowe symbole X +Y, AX (A e R), aby oznaczyć operacje algebraiczne na 


podzbiorach Æ. Działania te są zdefiniowane następująco 
X+Y=lrty:zEXy€EY), AX =lAr:zEX]). 


Przez X oznaczono domknięcie zbioru X. Symbol convX będzie używany do 
oznaczenia otoczki wypukłej zbioru X, czyli zbioru wszystkich wypukłych kom- 
binacji elementów zbioru X. Z kolei symbolem Conv X oznaczono domkniętą 
otoczkę wypukłą zbioru X, to jest najmniejszy w sensie inkluzji zbiór wypukły 
i domknięty zawierający X. Inaczej mówiąc jest to domknięcie zbioru wszystkich 
wypukłych kombinacji elementów zbioru X, czyli ConvX = convX. 


Symbol |X||p będzie oznaczał normę zbioru X, tzn. 
Xo = sup felj» : z € X). 


Przy założeniu, że zbiór X jest niepusty i ograniczony w przestrzeni E, średnica 
zbioru X będzie oznaczona przez diam X. 
Jeżeli (E,d) jest przestrzenią metryczną, X dowolnym niepustym podzbiorem 


przestrzeni E, a z € E, to symbol dist(x, X) będzie oznaczał odległość punktu od 


is 


zbioru, określoną wzorem 
dist(z, X) = inf fd(z,y):y€ X}. 


Z kolei symbol B(X,r) będzie oznaczał kulę otwartą o środku w zbiorze X 


i promieniu r, określoną wzorem 
B(X,r) = {x € E : dist(xz, X) < r}. 
Ponadto, zachodzi zależność 
B(X,r)= X +B, =X +rBı. 


Dalej, przez Dg oznaczono rodzinę wszystkich niepustych i ograniczonych pod- 
zbiorów przestrzeni FE, a przez Ste jej podrodzinę składającą się ze wszystkich 
zbiorów relatywnie zwartych. Z kolei symbol SG niech oznacza rodzinę złożoną 
z tych zbiorów z rodziny Mtg, które są domknięte. 

Dalej, niech X,Y € ty. Symbol d(X,Y) oznaczać będzie niesymetryczną 


odległość Hausdorffa pomiędzy X, a Y, wyrażoną wzorem 
d(X,Y) =inf fr: X C B(Y,r)}. 


Wielkość d(X, Y ) jest dobrze określona nawet jeśli zbiór Y nie jest elementem 
rodziny Mtg, lecz jest niepusty. 
Z kolei symetryczna odległość Hausdorffa między zbiorami X oraz Y będzie 


oznaczona symbolem D(X,Y), gdzie 
D(X,Y) = max {d(X,Y), d(Y,X)}. 


Warto zauważyć, że symetryczna odległość Hausdorffa jest pseudometryka na 
rodzinie Mtg, oraz jest metryka na rodzinie INF. Co więcej jest to metryka zu- 
pełna [29]. 

Jeżeli Z jest rodziną zbiorów przestrzeni E, to symbol dist(X, Z) oznaczał 


będzie odległość Hausdorffa zbioru X od rodziny Z. Jest ona dana wzorem 
dist(X, Z) = inf { D(X, Z):Ze ŻĘ 


8 


W dalszej części tej pracy zostanie wykorzystanych kilka twierdzeń pomocni- 
czych. Wśród nich znajduje się bardzo ważne twierdzenie o punkcie stałym typu 
Darbo [7, 18]. 


Twierdzenie 1.1. Niech u będzie ustaloną miarą niezwartosci w przestrzeni Ba- 
nacha E. Załóżmy, że Q jest niepustym, ograniczonym, domknietym i wypukłym 
podzbiorem przestrzeni E oraz Q : Q > Q jest ciągłym operatorem takim, że 
istnieje stata k € [0,1) dla której u(QX) < ku(X) dla dowolnego niepustego pod- 
zbioru X zbioru Q. Wtedy istnieje co najmniej jeden punkt stały operatora Q 


w zbiorze Q. 


Uwaga 1.2. Można pokazać, że zbiór Fix Q wszystkich punktów stałych operatora 


Q należących do zbioru Q jest elementem jądra ker u (por. [7]). 


Ta prosta obserwacja jest bardzo istotna w charakteryzacji rozwiązań rozważa- 
nego układu równań operatorowych (całkowych), których istnienie udowodniono 


w tej pracy z pomocą Twierdzenia 1.1. 


Lemat 1.3. Niech A będzie gęstym podzbiorem przestrzeni metrycznej E. Ponadto 
niech f będzie odwzorowaniem zbioru A w przestrzeń metryczną E'. Ciągłe odwzo- 
rowanie f : E > E' takie, że f(x) = f(x) dla x € A istnieje wtedy i tylko wtedy, 
gdy dla każdego x € E istnieje granica A f(y) w przestrzeni E'. Odwzorowa- 


nie f jest wyznaczone jednoznacznie. 


Lemat 1.4. Niech f będzie odwzorowaniem przestrzeni metrycznej E w zupełną 

przestrzeń metryczną E’. Granica lim F f(y) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy 
You, yE 

wahanie (oscylacja) odwzorowania f w punkcie x względem A wynosi 0. 


Twierdzenie 1.5. [Twierdzenie o rozszerzeniu funkcji [22]] Niech A będzie gęstym 
podzbiorem przestrzeni metrycznej E. Ponadto niech f będzie jednostajnie ciągłym 
odwzorowaniem ze zbioru A w zupełną przestrzeń metryczną E'. Wtedy istnieje 


odwzorowanie ciągłe f z przestrzeni E w przestrzeń E' takie, że f(x) = f(x) dla 


TEA. Co więcej odwzorowanie f jest jednostajnie ciągłe. 


Dowód. Korzystając z Lematu 1.3, oraz Lematu 1.4, aby udowodnić istnienie f, na- 
leży wykazać, że wahanie (oscylacja) odwzorowania f w dowolnym punkcie x e E 
względem A wynosi 0. 

Z założenia o jednostajnej ciągłości odwzorowania f wynika, że dla każdego 
e > 0 istnieje 6 > 0 taka, że dla wszystkich y,z € A takich, że d(y,z) < 6 
zachodzi d'(f(y),d(ż)) < e/3. Rozważmy dowolny punkt x € Æ, oraz otoczenie 
tego punktu B(x,0/2). Wtedy dla wszystkich punktów y, z € B(x,0/2) zachodzi, 
że d(y, z) < d(y, z) +d(a, z) < 6/2+6/2 = ô, a wtedy d'(f(y),d(z)) < e/3. Zatem 
dla każdego z € E średnica zbioru f(A N B(x,0/2)) wynosi co najwyżej e/3, co 
pokazuje, że spełnione jest założenie. 

Rozważmy następnie dowolne punkty s,t € E takie, ze d(s,t) < 6/2. Wtedy 
z Lematu 1.3 wyciągamy wniosek, że istnieje punkt y € A taki, że d(s,y) < 0/4 
oraz d'( f(s), f(y)) < e/3, oraz istnieje punkt z € A taki, że d(t, z) < 6/4 oraz 


d'( f(t), f(z)) < ¢/3. Z nierówości trójkąta mamy 
d(y,z) < d(y,s) + d(s,t) + d(t, z) < 0/4+6/2+0/4=6. 


Z tego, ze y,z € A oraz d(y, z) < 6 mamy, ze d'( f(y), f(z)) < ¢/3. 


Ostatecznie 


d'( f(s), FŒ) < d( f(s), Fy) + d'l), /(2)) 
+ dE, FE) < e/3+e/3+e/3=e. 


To dowodzi, że f jest jednostajnie ciągła. 
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2 Miary niezwartości - teoria ogólna 


Ten rozdział przedstawia klasyczne miary niezwartości, to jest miarę Kuratow- 
skiego i miarę Hausdorffa. Omówione zostaną ich własności i zależności między 
nimi. Zostanie wprowadzona ponadto aksjomatyczna definicja pojęcia miary nie- 


zwartości, a także omówione będą własności takich miar. 


2.1 Klasyczne miary niezwartości 


Z historycznego punktu widzenia pierwszą miarę niezwartości zdefiniował w la- 
tach trzydziestych ubiegłego stulecia polski matematyk, profesor Kazimierz Kura- 
towski [28]. 

Mianowicie, jeżeli (M,d) jest zadaną przestrzenią metryczną zupełną, a X 
jest niepustym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni M, to miarę niezwartości 


Kuratowskiego definiuje się w następujący sposób 


a(X) = inf{e > 0: X może być pokryty skończoną rodziną zbiorów 
X1,Xo,...,Xm takich, że diam X; Ke dla i= 1,2,..., m}. 


Prawdą jest, że a(X) > 0 dla każdego niepustego i ograniczonego podzbioru 


X przestrzeni M. Ponadto z definicji wynika, że 
a(X) < diam X, 


gdzie symbol diam X oznacza średnicę zbioru X. 
Funkcja a jest ponadto monotoniczna ze względu na relację inkluzji, tzn. ma 


miejsce następująca implikacja 
X CY Sa(X) <aly) (2.1) 


dla dowolnych podzbiorów niepustych i ograniczonych X,Y przestrzeni M. 


Ponadto zachodzi następująca równoważność 
a(X) = 0 $ X jest relatywnie zwarty. (2.2) 


Udowodniona zostanie teraz jeszcze jedna własność funkcji a. Niech jak po- 


przednio (M, d) oznacza dowolną przestrzeń metryczną zupełną. 
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Lemat 2.1.1. Dla dowolnych X,Y E€ My ma miejsce równość 
a(X UY) = maxfa(X),a(Y)). 

Dowód. Ponieważ X C X UY oraz Y C X UY, zatem z (2.1) mamy 
max{a(X),a(Y)} <a(X UY). (2.3) 


Dla dowodu nierówności odwrotnej załóżmy, ze max{a(X),a(Y)} = a(X) = r, 
r >20. Wtedy zgodnie z definicją funkcji a, dla dowolnie ustalonego e > 0, zbiór 
X można pokryć skończoną liczbą zbiorów 4, Ao,..., Ay takich, że diam A; < 
r+e dla i = 1,2,...,k. Ponieważ a(Y) < r, więc również zbiór Y można po- 
kryć skończoną liczbą zbiorów Ap, Akę2,..., A, takich, że diam A; < r +e dla 
1=k+1,k+2,...,n. Oznacza to, że 


a(XUY)<r+e. 
Stąd, wobec dowolności liczby e > 0 wnioskujemy, że 


a(X UY) <r = max{a(X),a(Y)}. 


Powyższa nierówność w połączeniu z (2.3) kończy dowód. 


Najistotniejszą własnością miary niezwartości a jest uogólnione twierdzenie 


Cantora. Profesor Kazimierz Kuratowski udowodnił je w 1930 roku. 


Twierdzenie 2.1.2. Niech (M,d) będzie przestrzenią metryczną zupełną. Niech 
ponadto (X,) będzie ciągiem zbiorów niepustych, ograniczonych i domkniętych 
przestrzeni M. Jeżeli (Xn) jest ciągiem zstepujacym, tzn. Xn1 C X, dla 
n = 1,2,..., oraz takim, že lim a(Xn) = 0, to wtedy przecięcie ciągu (Xn), 
tzn. zbiór X% = A Xn jest niepusty. 
Dowód. Dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n wybierzmy ze zbioru X, do- 
wolny punkt z,. Rozważmy zbiór {x1, 1o,... | złożony ze wszystkich takich punk- 
tów. Z faktu, że ciąg (X,) jest zstępujący wynika, że dla dowolnie ustalonej liczby 
n € N mamy, ze 

ITa dan Ed (2.4) 
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Ustalmy teraz dowolnie liczbę e > 0. Wtedy, z założenia, znajdziemy liczbę natu- 
ralną n taką, że a(X,) < e. Dalej korzystając z (2.2), (2.4) oraz Lematu 2.1.1 oraz 
faktu, że zbiór skończony w przestrzeni metrycznej jest zbiorem zwartym, dostaje 
się nierówność 

a({x1, £2, = }) = a({x1, £2, dogtas KU AO es Ops e }) 

= max (a(tu zə, =" Saat), a({£n, Enyi, sy H} 

= OL tats ae }) < a(X,) SE. 


Stąd, wobec dowolności liczby e > 0 wynika, ze 


a({x1, 1a, ee }) =: 


a to oznacza, że zbiór {x1,2%2,...} jest relatywnie zwarty. Zatem z ciągu 
{tn} = (uy,To,...| można wybrać podciąg {£k } = (azy,,Ty,,...| zbieżny do 
pewnego punktu z € M. 

Ponieważ k, > n dla n = 1,2,..., więc korzystając z faktu, że ciąg zbiorów (Xn) 


jest zstępujący wnioskujemy, że 
| kody a Tingo} C Xn. 


Wobec domkniętości zbioru X, oznacza to, że x € X,. Zatem mając na uwadze 
dowolność liczby naturalnej n wnioskujemy, że z € X, dla n = 1,2,... . Stąd 


wynika, że x € X, a to oznacza, że zbiór X,, jest niepusty. 


Koniec dowodu. 


W latach 70-tych i 80-tych ubiegłego stulecia powstało dość duże zaintereso- 
wanie zarówno miarą niezwartości Kuratowskiego, jak i pewnymi uogólnieniami, 
czy też innymi wariantami tej miary. Na szczególną uwagę zasługuje zdefiniowana 
pod koniec lat 60-tych XX wieku, w pracach [24, 25], funkcja y zwana miarą nie- 
zwartości Hausdorffa. Funkcja ta jest określona na rodzinie tj, w następujący 
sposób 

x(X) = inffe > 0: X ma skończoną € — sieć w M}. (2.5) 

Wykazane zostanie teraz, że miary a Kuratowskiego i x Hausdorffa są równo- 


ważne. W tym celu przyjęto następującą definicję równoważności miar. 
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Definicja 2.1.3. Miary H1, 2 w przestrzeni M są równoważne, gdy istnieją stałe 


dodatnie c1, > takie, że 
Qu (X) < p(X) < cze (X), 
dla wszystkich zbiorów X C M. 


Lemat 2.1.4. Miary niezwartosci Kuratowskiego a oraz Hausdorffa X są równo- 


ważne. 


Dowód. Jeżeli definicja (2.5) zostanie zapisana w postaci 
x(X) = inf f: > 0 : istnieje skończony zbiór 


{£1, £2,..., £n} C M taki, że X C UBee)}, 


i=l 


to biorąc pod uwagę fakt, że diam B(y, r) < 2r dostajemy, że 
a(X) < 2x(X). 


Z kolei ponieważ każdy zbiór A o średnicy równej d zawiera się w kuli o środku 


w dowolnym punkcie zbioru A i promieniu równym d, zatem mamy 


Z powyższych dwóch nierówności otrzymujemy następujące oszacowanie 
x(X) < a(X) < 2x(X), (2.6) 


dla dowolnego zbioru X € Mtm. Oznacza to, że miary niezwartosci Kuratowskiego 


i Hausdrorffa są równoważne. 


Ponadto zachodzi zależność analogiczna jak w (2.2), tzn. 
x(X) = 0 & X jest relatywnie zwarty. 


Miara niezwartości Hausdorffa x jest również monotoniczna ze względu na relację 
zawierania, tzn. 
X CY = x(X) <x(Y) 
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dla dowolnych zbiorów X,Y E€ Mtm. 


Miara ta ma również własność maksimum, co oznacza, że 


x(X UY) = max{x(X), x(Y)} 


dla dowolnych zbiorów X,Y € Mtm. 
Bardzo ważną obserwacją jest to, że miarę niezwartości Hausdorffa x można 
wyrazić jako odległość Hausdorffa zbioru X od rodziny tm relatywnie zwartych 


podzbiorów przestrzeni M. Dla dowolnego zbioru X € Myy zachodzi równość 
x(X) = dist(X, Nm). 


Załóżmy, że przestrzeń metryczna M jest przestrzenią Banacha. Wtedy roz- 
ważane powyżej miary niezwartości Kuratowskiego i Hausdorffa mają dodatkowe 
ważne i użyteczne własności związane z liniową strukturą przestrzeni Banacha. Za- 
łóżmy zatem, ze (E, || - ||) jest przestrzenią Banacha oraz, że a, x są odpowiednio 


miarami niezwartości Kuratowskiego i Hausdorffa w przestrzeni EF. Wtedy dla do- 


wolnych zbiorów X,Y € tp oraz dla dowolnej liczby A € R zachodzą następujące 


zależności 
a(X +Y) £a(X) ta(Y), 
VATE YS x(X)+x(Y), 
a(AX) = |Ala(X), 
xaX) = Alx) 


Ponadto dla dowolnego zbioru X € Mtg mają miejsce równości 


a(ConvX) =a(X), 

x(ConvX) = x(X). 
Miara niezwartości Hausdorffa y jest bardzo istotna z punktu widzenia zasto- 
sowań. Wynika to z faktu, że w niektórych przestrzeniach Banacha można wyrazić 


miarę Hausdorffa x wzorami powiązanymi ze strukturą rozważanych przestrzeni 


Banacha. Na przykład, w ciągowych przestrzeniach Banacha co, lp (1 < p < w) 
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oraz w przestrzeni funkcji C([a,b|) znane są wzory wyrażające miarę niezwartości 
Hausdorffa [7, 11]. Na przykład w przestrzeni Banacha C((a, b]) funkcji rzeczy- 
wistych, określonych i ciągłych na przedziale [a,b], wyposażonej w standardową 
normę supremum zachodzi zależność [7] 
1 

x(X)= 5 “o(X), (2.7) 

dla każdego zbioru X € Bota): Wielkość wo(X) jest określona wzorem 
wy(X) = limw(X,e), 
e—0 


gdzie w(X, e) jest tak zwanym modułem ciągłości zbioru X. Wyraża się on wzorem 
w(X,e) = sup {w(a,e): £x E€ X}, 


gdzie 
w(z,e) = sup 4 |x(t) — z(s)| : t,s € [a,b], |t — s| < e} 


jest modułem ciągłości funkcji z, gdzie x € X. 

Ponadto, w przestrzeniach Banacha c i L?(a,b) znane są wzory na regularne 
miary niezwartości równoważne mierze Hausdorffa x [7, 11] (por. też [1]). Warty 
zauważenia jest fakt, że nie są znane wzory tego typu dla miary niezwartości 
Kuratowskiego a [2, 7, 11]. Jednak, w wielu przestrzeniach Banacha nie są znane 
również wzory wyrażające miarę niezwartości Hausdorffa x. Nawet więcej, nie 
można podać wzorów dla tzw. pełnych miar niezwartości |7, 11] (definicja pełnej 
miary niezwartości zostanie podana w następnym podrozdziale). W związku z tym, 
w tej pracy ograniczono się do miar niezwartości w sensie Definicji 2.2.1, które nie 
są pełne (por. [7, 11, 2]). W niniejszej pracy będą rozważane miary niezwartości 


tego typu. 


2.2 Miary niezwartości w ujęciu aksjomatycznym 


W tym podrozdziale zostanie wprowadzona aksjomatyczna definicja pojęcia 
miary niezwartości, tworząca podstawy do naszych rozważań. Ponadto, przybli- 
żone zostaną fakty związane z teorią miary niezwartości, które są blisko powiązane 


z rozważaniami prowadzonymi w tej pracy. 
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W dalszych cześciach pracy będzie używana następująca definicji tego pojęcia 


w przestrzeni E (por. [7, 11]). 


Definicja 2.2.1. Funkcja u : te — R, jest nazywana miarą niezwartości w prze- 


strzeni E jeżeli spełnia następujące warunki: 
(i) Rodzina ker u = {X E€ Mp: (X) = 0} jest niepusta i ker u C Np. 


(ii) X CY > p(X) <p(¥). 


(iv) (Conv X) = p(X). 
(v) UAX +(1— AY) < Aw(X) + (1— A)u(Y) dla A € [0,1]. 


(vi) Jeżeli (X,,) jest ciągiem zbiorów domknietych z Mg takich, ze Xn41 C Xn 
dla n = 1,2,... i jeżeli lim a(X,) = 0, wtedy zbiór X. = (| X, jest 
niepusty. = 

Rodzina ker u występująca w warunku (i) będzie nazywana jądrem miary nie- 
zwartości u. Warto zauważyć, że zbiór X% opisany w warunku (vi) jest elementem 
rodziny ker u. Jest to konsekwencją zawierania Xœ» C X, dla n = 1,2,... i wa- 
runku (iż), który implikuje nierówność u(X,) < u(X,) dla n = 1,2,.... Stąd 
mamy, że (Xo) = 0. Zatem Xx € keru. Ta prosta obserwacja jest bardzo 
istotna w zastosowaniach. 

Norma zbioru |X||p = supfllz|jg : z € X} oraz średnica zbioru diam X = 
sup{||x — ylle : x,y € X} są prostymi przykładami miar niezwartości zgodnie 
z Definicją 2.2.1. Warunki (ż)-(vż) spełniają również opisane w poprzednim pod- 
rozdziale miara Kuratowskiego a, oraz miara Hausdorffa x. Tym samym są one 
miarami niezwartości według Definicji 2.2.1. 

W dalszych rozważaniach załóżmy, ze u jest miarą niezwartości w przestrzeni Æ. 


Miara u jest nazywana subliniową [7] jeżeli spełnia następujące dodatkowe warunki 


(vit) WX +Y) < a(X) + WY), 
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(viii) (AX) =|A|u(X) dla A ER. 
Jeżeli miara niezwartości u spełnia warunek 
(ix) p(X UY) = max{u(X), u(Y)}, 


to wtedy mówi się, ze u ma własność maksimum. Wreszcie należy przypomnieć, 


że miara u taka, ze ker u = My jest nazywana pełną [7]. 


Definicja 2.2.2. Jeżeli jest subliniową i pełną miarą niezwartości z własnością 


maksimum, to p jest nazywana miarą regularną. 


Miary niezwartości a Kuratowskiego i x Hausdorffa są regularne. Z kolei norma 
zbioru i średnica zbioru nie są regularne, ponieważ w szczególności nie są pełne. 
To znaczy, że jądra tych miar są właściwymi podzbiorami rodziny WW, zbiorów 


relatywnie zwartych. 


Lemat 2.2.3. Załóżmy, że u jest regularną miarą niezwartosci w przestrzeni Ba- 


nacha E. Wtedy dla dowolnego zbioru X E€ Mp prawdziwe jest oszacowanie 


W(X) < a x(X), 
gdzie c; = u( Bı), a x to miara niezwartości Hausdorffa. 


Dowód. Ustalmy dowolnie e > 0. Następnie pokryjmy zbiór X skończoną liczbą 
kul B(a,,r),k=1,2,...,n tak aby r < y(X) +e. Wtedy 


u(X) <p (U Bla) = max {u(B(ap,r)) :k=1,2,...,n) 
= ru(B(a 1)) < G(X) + )u(B(0, 1). 


Korzystając z tego, że e był wybrany dowolnie, uzyskuje się żądaną nierówność. 


Koniec dowodu. 


Stąd powstaje naturalne pytanie czy dowolna, regularna miara niezwartości u 


jest równoważna mierze x. Uwzględniając powyższą nierówność, to zagadnienie 
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można przedstawić inaczej. Mianowicie interesujące jest czy istnieje stała > > 0 
taka, że 
c2 X(X) < W(X), 


dla każdego X € Mg. 

Problem ten, który do 2018 roku był otwarty, został rozwiązany przez czterech 
matematyków chińskich w pracy [1]. Okazuje sie, że odpowiedź na to pytanie jest 
negatywna. W dowolnej nieskończenie wymiarowej przestrzeni Banacha F istnieje 


regularna miara niezwartości, która nie jest równoważna mierze Hausdorffa y. 
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3 Miary niezwartości w przestrzeni funkcji ciągłych 
C([0, T], E) oraz pewna klasa miar niezwartości 


w przestrzeni BC(R,, Æ) 


Ten rozdział jest poświęcony omówieniu miar niezwartości w wybranych prze- 
strzeniach funkcyjnych Banacha. Będą to odpowiednio: przestrzeń funkcji określo- 


nych i ciągłych na [0,7] o wartościach w przestrzeni Banacha Æ, tj. C([0, T], Æ), 


przestrzeń rzeczywistych funkcji określonych, ograniczonych i ciągłych na R4, 


tj. BC(R,,R) oraz przestrzeń funkcji określonych, ograniczonych i ciągłych na 


R+ o wartościach w przestrzeni E, tj. BC(R,,B). 


3.1 Miary niezwartości w przestrzeni C(|0, T], Æ) 


Dla dalszych celów należy przypomnieć kilka faktów dotyczących miary nie- 
zwartości w przestrzeni Banacha C([a,b),E). Załóżmy, że Æ jest nieskończenie 
wymiarową przestrzanią Banacha, a u jest miarą niezwartości w E. Rozważmy 
przestrzeń Banacha C = C (|a, b], E) składającą się z funkcji określonych i ciągłych 
na przedziale [a,b] o wartościach w przestrzeni Æ. Ta przestrzeń jest unormowana 


w standardowy sposób 
|e|c =suptlx(t)||z : t € [a,b]). 


Dla dowolnego X € Mo, będzie używane oznaczenie X(t) = {a(t): 1 € X}. 
Zbiór X(t) dla ustalonego t jest podzbiorem przestrzeni E i będzie nazywany 
przekrojem w punkcie t. 

Konstrukcja miary niezwartości w przestrzeni C jest oparta na następującym 


uogólnieniu twierdzenia Arzéli-Ascolego [7]. 


Twierdzenie 3.1.1. Zbiór X € My jest relatywnie zwarty wtedy i tylko wtedy, 
gdy wszystkie funkcje należące do X są jednakowo ciągłe na przedziale [a,b] i dla 


dowolnego t € [a,b] zbiór X(t) jest relatywnie zwarty w przestrzeni E. 


Następnie, chcąc skonstruować zapowiedzianą miarę niezwartości, ustalmy do- 


wolny zbiór X € Meo. W konstrukcji miary uwzględnione zostaną dwa składniki. 
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Pierwszy będzie opisywał w jakim stopniu zbiór X spełnia warunek jednakowej cią- 
głości funkcji należących do X. Natomiast drugi składnik będzie określał zwartość 
przekrojów X(t) w przestrzeni Æ. 

Ustalmy zatem e > 0. Dla dowolnie wybranej funkcji z € X definiujemy moduł 


ciągłości funkcji x poprzez 
w(x, e) = sup {||x(t) pz z(s)||E :t,s € la, b], lt m s| < e). 
Następnie definiujemy 
w(X,e) =supfw(x,e):zE€ X}, 
wy(X) = limw(X, e). 
e—0 


Niech u będzie dowolną miarą niezwartości w przestrzeni Æ. Użyte będzie wtedy 


oznaczenie 
A(X) = sup (u(X(t)) : t € [a,4]). 
Ostatecznie przyjmijmy 
p(X) = wo(X) + P(X). (3.1) 
gdzie oznaczenie I = [a, b]. 


Następnie można sformułować następujące twierdzenie [7]. 


Twierdzenie 3.1.2. Funkcja ur zdefiniowana wzorem (3.1) jest miarą niezwarto- 


ści w przestrzeni C = C (|a, b], Æ). 


Pełny dowód tego twierdzenia można znaleźć w [7]. Ponieważ jest dość ob- 


szerny, nie będzie tutaj przytoczony. 


3.2 Miary niezwartości w przestrzeni BC(R,) 


Ten podrozdział poświęcony jest omówieniu miary niezwartości w przestrzeni 


funkcji rzeczywistych, określonych, ciągłych i ograniczonych na dodatniej półosi 


rzeczywistej R4. 


Faktem jest, że w niektórych przestrzeniach Banacha nie jest znany pełny opis 


rodziny zbiorów relatywnie zwartych w tych przestrzeniach. Inaczej mówiąc, nie 
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są znane kryteria relatywnej zwartości zbiorów powiązane ze strukturą danej prze- 
strzeni. Należy przypomnieć [7, 23], że w klasycznych przestrzeniach Banacha 
C(|a,b|) oraz L?(a,b) znane są wygodne kryteria relatywnej zwartości takie jak, 
omówione w poprzednim podrozdziele, kryterium Arzóla-Ascoli dla C([a,b]) oraz 


kryterium Riesza-Kołmogorowa w L?(a,b) odpowiednio. 


Sytuacja komplikuje się, gdy rozważa się wspomnianą przestrzeń BC(R,,R), 


tj. przestrzeń Banacha funkcji rzeczywistych, określonych, ciągłych i ograniczo- 


nych na R;. Przestrzeń ta będzie oznaczana krótko BC(R4+). Okazuje sie, że 
w tej przestrzeni wspomniane kryterium Arzéla-Ascoli nie jest równoważnością. 
W związku z tym możliwe jest używanie wyłącznie warunków wystarczających dla 


relatywnej zwartości. Jednakże na bazie tych warunków można oprzeć konstrukcję 


dość wygodnej miary niezwartości w przestrzeni BC(R,). 


Niech zatem symbol BC(R,), oznacza jak już wspomniano, przestrzeń Ba- 


nacha funkcji rzeczywistych z = z(t), określonych, ciągłych i ograniczonych na 


dodatniej półosi rzeczywistej R}. Przestrzeń ta jest wyposażona w standardową 


normę supremum 


|c||Bc(R.) = sup { |x(t)| :tER, a 


Ustalmy dowolnie niepusty i ograniczony podzbiór X przestrzeni BC(R,). Wy- 
bierzmy liczby e > 0, oraz T > 0. Ponadto ustalmy dowolnie funkcję z € X. 
Następnie definiujemy tak zwany moduł ciągłości funkcji x na przedziale [0, T], 


oznaczony przez w”(x,e), następującym wzorem 
w” (x,e) = sup {|x(t) — z(s)| : t,s € [0,7], |t — s| < €}. 
Następnie określamy 
w” (X,e) = fw'(z,e):z€ X]. 


Wielkość ta może być traktowana jak moduł ciągłości zbioru X na przedziale (0, T]. 
Biorąc pod uwagę fakt, że funkcja € w” (X, €) jest niemalejąca wnioskujemy, że 
istnieje skończona granica lim wT(X,e). Zatem niech 

g=} 


wj (X) = limw”(X,e). 


e—0 
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Następnie określamy wielkość wy(X) w następujący sposób 
wo(X) = lim wj (X). 
Tc 


Warto zauważyć, że wielkość wo(X) nie jest miarą niezwartości w przestrzeni 


BC(R.). W celu wykazania tego stwierdzenia rozważmy zbiór X = 4x1, : n € N}, 


gdzie x, są funkcjami z przestrzeni BC(R.) zdefiniowanymi następująco 


(1) = sin(ft +n=l)r dla ten- ln 
FBW 0 dia Raw oz wi 


Zbiór X jest niepusty i ograniczony, czyli X € WBome.). Wielkość wo(X) jest 


równa zero, ale zbiór X nie jest relatywnie zwarty w przestrzeni BC(R+). Jest 


tak ponieważ ||z, — z„|| = 1 dla n £ m, n,m € N. 
Rozważmy następnie funkcje a(X), b(X) oraz c(X) określone na rodzinie Mgcir,) 
w następujący sposób 


a(X) = lim {sup { sup (le) ‘ES ry). 


b(X) = lim {sup { sup {le — z(s)| : t,s 2 ry) |. 


T>o | rex 


c(X) = lim sup diam X (t), 


too 
gdzie X(t) = {a(t) : z € X}, a symbol diam X(t) oznacza średnicę zbioru X (t). 


Dalej, na rodzinie Ngcr,) definiujemy wielkości a, Hb, Oraz ue następująco 


Ha = wo(X) + a(X), (3.2) 
iw = W(X) + b(X), (3.3) 
le = W(X) + c(X). (3.4) 


Prawdziwe jest ponizsze twierdzenie. 


Twierdzenie 3.2.1. Funkcje Ha, Hb, oraz He, określone wzorami (3.2)-(3.4) od- 


powiednio, są miarami niezwartości w przestrzeni BC(R,). Ponadto, dla każdego 


zbioru X E€ Mego) zachodzą poniższe nierówności 


x(X) < m(X), (3.5) 
x(X) < p(X), (3.6) 
(X) < Zla(X), He(X) < Żua(X) (3.7) 


Dowód. Podany zostanie dowód tego twierdzenia (por. [10]), ponieważ pewne idee 
tego dowodu są wykorzystywane w dowodach Twierdzeń 3.3.3 i 4.1.4, będących 
jednymi z podstawowych twierdzeń tej pracy. Najpierw wykazana zostanie nie- 
równość (3.5). W tym celu oznaczmy r = m,(X), oraz rı = wo(X), ra = b(X), 
r=r +r Zauważmy, że funkcja T — wf jest niemalejąca. Zatem wg (X) < m 


dla każdego T > 0. Z drugiej strony, możemy znaleźć 7, > 0 takie, że 
sup { sup (|e(t) — z(s)| :t,s > To) ) <rote, (3.8) 
zEX 


gdzie e > 0 jest dowolnie ustalone. 

Ustalmy teraz dowolnie liczbę T, T > To i rozważmy zbiór Xp = tr/for) : 
x € X}, gdzie symbol z|o] oznacza obcięcie funkcji z do przedziału [0, T]. 
Biorąc pod uwagę zależność (2.7), która wyraża miarę niezwartości Hausdorffa X 
w przestrzeni C([0, 7]) możemy znaleźć (ir + e) - sieć T1, T2, ..., Zm zbioru Xr 
w przestrzeni C(|0,7]). Zatem dla dowolnego x € X istnieje k € {1,2,...,m} 


takie, że 
1 
|z(t) — T| < J Es (3.9) 
dla t € [0, T]. 
Rozważmy następnie rozszerzenie z, funkcji zy (k = 1,2,...,m) na cały prze- 


dział R, określone w następujący sposób 


(t) = Trt) dla t € [0,7] 
PEN = Vay Aah, z 


Oczywiście 1, € BC(R;). Zauważmy następnie, że biorąc pod uwagę (3.8) oraz 


R T 
(3.9) dla dowolnego t > T otrzymujemy, ze 


v(t) — te (t)| < |z(t) — z(T)| + |a(P) — xe (4)| 


1 
S ra +€ + |x(T) — zy(T)| < r2 + rie + 2e. 
Zatem otrzymujemy, ze 


|a(t) — zy(t)| £ rı + ra + Że = r + 2e 
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dla każdego t > 0. Oznacza to, że funkcje {£1, £2, ..., £m} tworzą (r + 2e) - sieć 


zbioru X w przestrzeni BC(R,). Stąd wyprowadzamy poniższe oszacowanie 
x(X) <r t 2e. 


Ostatecznie, uwzględniając to, że e zostało wybrane dowolnie wnioskujemy, że 
spełniona jest nierówność (3.5). 

Aby udowodnić nierówność (3.6), podobnie jak poprzednio ustalmy r = m.(X), 
rı = wo(X), r2 = c(X), oraz r = rı +re. Ustalmy dowolnie e > 0. Następnie 


wybierzmy liczbę T > 0 tak, żeby 
diam X(t) < ro +€ (3.10) 


dla t > T. Z drugiej strony, korzystając z wcześniejszych rozważań, wnioskujemy, 
że 


wy (X) <7}. 


Zatem korzystając z zależności (2.7) stwierdzamy, że istnieje ($r1 + e) - sieć 
T1, T2, . . ., Zm zbioru Xr w przestrzeni C'((0, T]). 

Stosując standardowe własności przestrzeni metrycznych możemy znaleźć funk- 
cje Yi, Y2,---;Ym E X takie, że funkcje y, = yklforj (k = 1,2,...,m) tworzą 
(rı + 2e) - sieć zbioru Xr. 

Teraz ustalmy dowolnie funkcję z e X. Możemy znaleźć k € {1,2,...,m} 
takie, że 

|e) — Ue (E)| < rı + 2e 


dla t e [0,7]. Równoważnie możemy napisać, że 
|z(t) — y(t)| < rı + Że (3.11) 


dla t e [0,7]. 
Następnie, biorąc dowolną liczbę t > T, na podstawie (3.10) otrzymujemy, że 


e(t) — y.(t)| < diam X(t) < ra +€. (3.12) 


Łącząc zależności (3.11) oraz (3.12), dla £ € R, mamy, że 
KU E yk(t)| < max{r1, r2} + 2e < rı + T2 -- 26=r + 26. 
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To pozwala nam stwierdzić, że funkcje {y1, y2,...,; Ym } tworzą (r+ 2e) - sieć zbioru 
X. Ponieważ liczba e została wybrana dowolnie, zatem nierówność (3.6) jest speł- 
niona. 


Zauważmy, że z prostej nierówności 


[e(t) — z(s)| < |e(t)| + |r(s)|, t,s € Ry 


wynikają wprost nierówności (3.7). 
Uwzględniając wykazane nierówności (3.5)-(3.7) stwierdzamy, że funkcje pa, Hb 
oraz ue spełniają aksjomaty (i) oraz (vi) Definicji 2.2.1. Dowody dla aksjomatów 


(ii)-(v) pomijamy. 


Koniec dowodu. 


Warto wspomnieć, że miary niezwartości p, oraz jw, określone wzorami (3.2) 
oraz (3.3) są subliniowe i mają własność maksimum. Z kolei miara ju. określona 
przez (3.4) nie ma własności maksimum, chociaż też jest subliniowa. Wszystkie 
te trzy miary niezwartości nie są regularne. To stwierdzenie jest konsekwencją 
podanego niżej opisu ich jąder. 


Zauważmy zatem, że jądro ker u, składa się ze wszystkich ograniczonych pod- 


zbiorów X przestrzeni BC(R,) takich, że funkcje ze zbioru X są lokalnie jedna- 


kowo ciągłe na R. i dążą do zera w nieskończoności z tą samą prędkością (tzn. 


jednostajnie ze względu na zbiór X). Podobnie, jądro ker u, zawiera ograniczone 


podzbiory X takie, że funkcje z X są lokalnie jednakowo ciągłe na R. i dążą do 


granicy w nieskończoności z tą samą prędkością. Wreszcie jądro ker ue składa sie 


z ograniczonych, zbiorów X takich, że funkcje należące do X są lokalnie jednakowo 


ciągłe na R4 i grubość wiązki utworzonej przez wykresy tych funkcji zmierza do 


zera w nieskończoności. 
Zauważmy ponadto, że ker ua C ker pp, oraz ker ua C ker p,. Nie ma jednak 


związku zawierania między ker up a ker ue. 


Uwaga 3.2.2. Zauważmy, że zbiór X = {sint, cost}, jako skończony, jest zwarty 


w przestrzeni BC (R. ), ale nie jest elementem żadnego z jąder ker Ha, ker 4p, ker He- 


To pokazuje, że faktycznie miary te nie są regularne. 
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Rrozważona zostanie teraz inna miara niezwartości w przestrzeni BC(R,). 


Miara ta powiązana jest z koncepcją krańcowej monotoniczności funkcji [3]. 


Oznaczmy zatem przez B(R.) przestrzeń funkcji rzeczywistych, określonych 


i ograniczonych na R4 (niekoniecznie ciągłych), wyposażoną w standardową normę 


supremum. Przestrzeń BC (R. ) jest domkniętą podprzestrzenią przestrzeni B(R. ). 


Następnie dla danej funkcji z € B(R,), oraz dla ustalonej liczby T > 0 defi- 


niujemy wielkości 
dr(x) = sup {|z(s) — z(t)| — [x(s) — 2(t)] : T <t < s}, 


ir(x) = sup {|x(s) — z(t)| — (x(t) — 2(s)] : T <t < s}. 


Wielkość dr(z) jest to tak zwany moduł zmniejszania funkcji z na przedziale 
[7,oo), z kolei ir(x) reprezentuje moduł wzrostu z na tym samym przedziale 
IT, œœ). 

Następnie dla X € Mgr) ustalmy 


dr(X) = sup {dr(x): a € X}, 


ir(X) = sup {ir(x): z € X}. 


Funkcje T — d(x) oraz T + iq(x) są nierosnące na R}. W związku z tym 


istnieją granice 


dso ee) = jim dr(z), 
ie = jim ir(zc). 


Podobnie, biorąc pod uwagę, że funkcje T > dr(X) oraz T + iq(X) są niero- 


snace na R, stwierdzamy, że istnieją poniższe granice 


iw(X) = lim ir(X). 


Będziemy mówić, że funkcja z e B(R4) jest krańcowo niemalejąca jeżeli dz(z) = 0, 


oraz krańcowo nierosnąca jeśli i..(x) = 0. 
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Faktem jest, że żadna z funkcji dg, czy i nie jest miarą niezwartości w prze- 


strzeni B(R+) [3]. Jednakże funkcje te mogą być użyteczne w konstrukcji miary 


niezwartości w przestrzeni BC(R,). 
Prawdziwy jest poniższy lemat [3]. 
Lemat 3.2.3. Niech X E€ Bpa.) oraz niech dx(X) = 0 lub i(X) = 0. Wtedy 


każda funkcja x E€ X ma skończoną granicę w nieskończoności. 
Następnie wykorzystana zostnie miara niezwartości 4, określona wzorem (3.4). 
Zatem dla dowolnie ustalonego zbioru X € Dgo(a,) ustalmy 
La(X) = H(X) + doo(X), 
(X) = He(X) + too(X). 
Wyżej zdefiniowane funkcje pg oraz u; są miarami niezwartosci w przestrzeni 


BC(R,) w sensie Definicji 2.2.1. 


Dla dowodu tego faktu trzeba skorzystać z własności funkcji də% oraz i, a także 


z nierówności 
la(X)2H(X), p(X) 2 H(X), 
które są prawdziwe dla każdego X € DBc(R.): 
Zauważmy ponadto, że miary pg, Hi są subliniowe, ale nie mają własności 


maksimum. Jądro ker wg składa się z ograniczonych podzbiorów X przestrzeni 


BC(R,) takich, że funkcje z X są lokalnie jednakowo ciągłe na R,, grubość wiązki 


utworzonej przez wykresy tych funkcji zmierza do zera w nieskończoności, oraz 


funkcje z X są krańcowo niemalejace na R}. Podobna charakteryzacja ma miejsce 


dla ker p. 


3.3 Miary niezwartości w przestrzeni BC(R,, E) generowane 
przez regularne miary niezwartości w przestrzeni E rów- 


noważne mierze Hausdorffa 


Załóżmy, że E jest dowolną, nieskończenie wymiarową przestrzenią Banacha, 


z normą ||- ||g. Następnie rozważmy przestrzeń BC(R,, Æ) funkcji z = x(t) okre- 


ślonych, ciągłych i ograniczonych na R4, o wartościach w przestrzeni Æ. Przestrzeń 
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BC(R.,E) niech będzie wyposażona w standardową normę supremum || - ||»: 


lell = sup f|le(f)|5 : £ € Ry}. 


Ponadto, dla danego T > 0 rozważymy przestrzeń Cr = C([0, T], E) składającą 
się z funkcji określonych i ciągłych na przedziale (0, T] o wartościach w przestrzeni 
E. Przestrzeń Cr również będzie wyposażona w normę supremum oznaczaną przez 
ll ll, gdzie ||z||r = sup ||z(ż)|| : ¢ € [0, T]}. 

Ustalmy dowolnie zbiór X € ©WBc(R,,p), oraz liczby e > 0, T > 0. Dla 
dowolnej funkcji z € X określamy moduł ciągłości tej funkcji na przedziale [0, T], 


tj. wielkość w” (x,e), przyjmując 
w” («,e) = sup {||x(t) — z(s)||p:t,s € [0,7], |t- s| < €}. 


Następnie definiujemy wartość w” (X,e), jest to tak zwany moduł ciągłości zbioru 


X na przedziale [0,7]. Jest on wyrażony wzorem 
w” (X,e) = supłw'(z,e):z€ X}. 


Ponieważ funkcja e > w” (X,e) jest niemalejąca i nieujemna, zatem istnieje skoń- 
czona granica lim wT(X,e). Przyjmijmy oznaczenie 
Em 


wj (X) = limw”(X,e). 


e—0 
Funkcja T — wg (X) jest niemalejąca. Ponadto dla każdego £ > 0 oraz T > 0 ma 
miejsce nierówność 
w”(X,e) < 2||X || Bc R42) 


gdzie 


IX lisce = sup {[lellacce..e) } = sup { sup {elle : t € R4} }- 
xEXx xEx 
Stad wynika, ze istnieje granica jm wi (X). Ostatecznie, niech 
—00 
wo(X) = lim wg (X). (3.13) 
T—00 


Lemat 3.3.1. Wartość wo(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje należące do X 


są lokalnie jednakowo ciągłe na przedziale R,. 
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Dowód. Niech X € ©tgc(R..B), oraz niech funkcje zbioru X będą lokalnie jedna- 


kowo ciągłe na R}. Zatem spełniony jest warunek 


VVAV Y lls-t<6< |e(s) - eile <e] 


TER, e>0 6>0 zEX s,te[0,7] 


Ustalmy dowolnie T € R+, oraz e > 0, a także dobierzmy ô według definicji lokalnej 


jednakowej ciągłości. Wtedy dla dowolnej funkcji z € X, oraz dla wszystkich 
s,t € [0,7] takich, że |s — t| < ô zachodzi, że ||x(s) — z(t)||p Xe. Zatem 


w” («,0) = sup 4 ||z(s) — z(t)||p: s,t € [0,T],|s—t| < ô} < 
Ponieważ powyższa nierówność zachodzi dla dowolnych x € X, zatem 


w” (X, ô) =supfw'(z,6):x€X)<e 


Korzystając z tego, że wT (X, 6) jest rosnąca dla 6 € R} mamy, ze 


wj (X) = limw”(X,6) < € 
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Ta nierówność jest spełniona dla dowolnego T € R,, otrzymujemy więc 


wo(X) = lim wg (X) Se. 


T—00 
Z faktu, że e > 0 było wybrane dowolnie wnioskujemy, że wo(X) = 0. 
Przeciwnie załóżmy teraz, że wo(X) = jm wi(X) = 0. Ponieważ funkcja 
—00 


T — wf (X) jest niemalejąca zatem dla każdego T € R, mamy, że wł (X) = 


lim w?(X,5) = 0. Zatem dla dowolnie ustalonego e > 0 istnieje ôo > 0 taka, że dla 
— 


ô < 09 prawdziwa jest nierówność 
w”(X,6) = sup{w (z, : £r EX} <E 
Stąd otrzymujemy, że dla każdego x € X spełniona jest nierówność 
w (z, 8) = sup t||e(t) — 2(s)||z: t,s € [0, T], |t — s| < 6) < 
Ostatecznie dla wszystkich t,s € [0, T] takich, że |t — s| < 6 mamy, że 
Iz) — x(s)||e < e, 


co pokazuje, że funkcje należące do X są jednakowo ciągłe na R,. 
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Załóżmy dalej, że u = u(X) jest daną miarą niezwartości w przestrzeni Œ. 


Dla dowolnie ustalonej liczby t € Ry oznaczmy przez X(t) przekrój zbioru X 


w punkcie t, tzn. X(t) = {a(t) : 1 € X}. Tak określony zbiór jest podzbiorem 
przestrzeni EF. 


Następnie, dla ustalonego T > 0 oznaczmy 
ir (X) = sup (u(X(t)) : t € [0,7]). (3.14) 


Zauważmy, że funkcja T — Hqr(X) jest niemalejąca i ograniczona z góry. Ograni- 
czoność tej funkcji wynika z faktu, że X jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni 
BC(R.,E) i zachodzi zależność 


|X @)llz < |-X||zc(e.,,B) < 00 


dla każdego t € R,. Możemy zatem określić następującą wielkość 
E„(X) = lim fir(X). (3.15) 
—00 
Następnie, dla ustalonego T > 0 definiujemy 
ar(X) = sup { sup (|le(t)|| : £ > Ty). 
LE 


Zauważmy, że funkcja T — aq(X) jest nierosnąca, zatem istnieje skończona gra- 
nica 
A(X) = lim ar(X). (3.16) 


Tc 


Dalej, dla 7 > 0 określmy wielkość 
br(X) = sup { sup {||x(t) — 2(s)|| : £,s > Ty |. 
TE 
Ponieważ funkcja T — br(X) jest nierosnąca, więc istnieje skończona granica 


boo(X) = lim br(X). (3.17) 


Następnie, dla ustalonego t € R. definiujemy 
diam X(t) = sup {||z(t) — yz: x,y € X). 
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Połóżmy dalej 
c(X) = lim sup diam X (t). (3.18) 


too 


Rozważmy teraz funkcje a, Hb, He Określone na rodzinie Ngcr,,f) następująco 


ua(X) = wo(X) + (X) + ao(X), (3.19) 
m(X) = wy(X) + (X) + bool X), (3.20) 
(X) = wo(X) + B(X) + e(X). (3.21) 


Pokażemy, że jeżeli miara niezwartości js w przestrzeni E jest miarą regularną, 


równoważną mierze Hausdorffa, to funkcje określone wzorami (3.19)-(3.21) są mia- 


rami niezwartości w przestrzeni BC(R,, Æ). W tym celu należy przypomnieć naj- 


pierw pewien rezultat Nussbauma [31], który zostanie wykorzystany w procesie 


dowodzenia. 


Lemat 3.3.2. [31] Niech ar(X) oznacza miarę niezwartosci Kuratowskiego w prze- 
strzeni Cr = C([0, T], E). Wtedy 


max [jroo < ar(X) < 2w (X) + Gr(X), (3.22) 


gdzie wielkość Gr jest określona przez wzór (3.14). 


Zauważmy, że łącząc nierówności (3.22) oraz (2.6) otrzymujemy oszacowanie 


PERO <r <2) rl] 62) 
dla każdego T > 0. 


Teraz zostanie sformułowane zapowiedziane twierdzenie. 


Twierdzenie 3.3.3. /5/ Jeżeli u jest miarą niezwartości Hausdorffa w przestrzeni 


Banacha E, tzn. u = Xp, to wtedy funkcje Xa, Xb, oraz Xe, określone wzorami 


(3.19)-(3.21) są miarami niezwartości w przestrzeni BC(R,,E). Ponadto praw- 


dziwe są nierówności 


x(X) < 2x0(X) (3.24) 
x(X) < 4y.(X) (3.25) 
w(X) < 2Xa( X), Xe(X) < 2Xa(X) (3.26) 


dla dowolnego zbioru X E€ Wtgo(R,,E), gdzie X oznacza miarę niezwartości Haus- 
dorffa w przestrzeni BC(R4, E). 


Dowód. Wykazana zostanie najpierw nierówność (3.24). W tym celu ustalmy 
dowolnie zbiór X € Mecir,,s) i oznaczmy r = x,(X). Niech mm = wo(X), 
T2 = Xo(X), 73 = bx(X). Oczywiście r = rı + r2 +173. Korzystając z defini- 
cji (3.13) oraz (3.14) mamy 


Tl, (3.27) 


ro (3.28) 


dla ustalonego T > 0. Z drugiej strony, dla dowolnie ustalonego € > 0 uwzględ- 
niając (3.17), znajdujemy To > 0 takie, że dla wszystkich T > To zachodzi 


br(X) [S r3 +E. 
Biorąc pod uwagę powyższą nierówność i definicję funkcji br mamy 
sup {||x(t) — z(s)|| : t,s > To} <S ra +e (3.29) 


dla dowolnej funkcji x € X. 
Ustalmy dowolnie T, T > Ty. Wtedy uwzględniając (3.23), (3.27), oraz (3.28) 
otrzymujemy nierówność 
xr(X) < 2r1 +ro. 
Wnioskujemy stąd, że dla dowolnie ustalonej liczby 6 > 0 możemy znaleźć 
(271 + Ta + ô) - sieć Ty, T9,...,Tm zbioru X w przestrzeni C([0, T], Æ). Ozna- 


cza to, że dla dowolnej funkcji x € X istnieje k € {1,2,...,m} takie, że 
let) — x(t)|| < 211 + ra +6 (3.30) 


dla t e [0,7]. 


Rozważmy teraz rozszerzenie z, funkcji z, (k = 1,2,...,m) na przedziale R, 


określone następująco 


(t) = zet) dla t€ (0, T], 
NS) PN Bik. FS 


33 


Funkcja z, E€ BC(R,,E) (k =1,2,...,m). Dalej uwzględniając (3.29) oraz (3.30) 


dla dowolnego t > T mamy 


le) — zelle < cf) — z(T)|z + ||2(T) — te Ole 
S rz +€ + |z(T ) — z,(T)|E S + € + 271 + To +ô 
<S 21 + 2r2 + 2r3 +E +Ô <2r+eto. 
Z powyższego oszacowania wynika, że funkcje £1, £2,..., £m tworzą (2r +€ +0) - 


sieć zbioru X w przestrzeni BC (R4, Æ). W rezultacie dostajemy 


x(X) < 2r+E +6. 
Biorąc pod uwagę dowolność liczb e oraz ô otrzymujemy 
x(X) < 2x0(X), 


co dowodzi (3.24). 

Aby udowodnić nierówność (3.25), podobnie jak poprzednio, ustalmy r = x.(X), 
rı = W(X), r2 X„(X), 73 = CX), r = rı +r2+r3. Następnie ustalmy dowolnie 
liczbę e > 0. Wtedy, znajdujemy liczbę To > 0 taką, że dla t > To spełniona jest 
nierówność 

diam X (t) < r3 +€. (3.31) 
Dedukujac jak poprzednio stwierdzamy ponadto, że dla dowolnie ustalonego T > To, 


zbiór X rozwazony w przestrzeni C ([0, T], Æ), tzn. zbiór 
XT = tz|p,r] TE Xy, 


ma dla dowolnego 6 > O skończoną (2r1+r2+ô) - sieć złożoną z funkcji z1, To,..., Em 
należących do przestrzeni C((0, T], Æ). 
Wybierzmy następnie dowolne funkcje y1, yo,...,Ym E X takie, że dla każdego 


i € {1,2,..., m} nierówność 
lys(t) — z;(t)||p < 2r1 + ra +0 (3.32) 
jest spełniona dla ź e [0, T]. 
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Ustalmy dalej dowolną funkcję z e X. Następnie znajdźmy i € {1,2,...,m} 
takie, że 
le(t) — z(t)||E < 211 + ra + (3.33) 


dla dowolnego t e [0,7]. Następnie uwzględniając (3.32) oraz (3.33) mamy, że 
z(t) — yH lle < |r(t) — FO) lle + E) — yO) le < 22r + r2) +28 (3.34) 


dla dowolnego t € [0, T]. 


Teraz, łącząc (3.31) oraz (3.34), dla dowolnej liczby t € R+ otrzymujemy 


e(t) — y(t) |e < max {2(2r1 + rz) + 26, rz +e} 
< 4rı + 2ro +rg +e +20 <4r+et+o. 


Z powyższego oszacowania wynika, że funkcje y,yo,...,ym tworzą skończoną 
(4r + e + 20) - sieć zbioru X w przestrzeni BC(R.,E). Mamy zatem, że 


x(X) < 4x.(X) + e + 26. 


Zatem, uwzględniając dowolność liczb e oraz 0, nierówność (3.25) została wyka- 
zana. 
Zauważmy teraz, że pierwsza z nierówności występująca w (3.26) jest konse- 


kwencją nierówności ||z(t) — z(s)||g < ||x(t)\le + ||z(s)||p, która jest prawdziwa 


dla wszystkich liczb £,s e R}. Z kolei druga nierówność w (3.26) wynika z osza- 


cowania ||z(t) — y(t)||z < |z(t)||p + |ly(t)||z, które spełnione jest dla wszystkich 
funkcji x,y € BC(R4,E) oraz dla każdego t € R4. 


Na podstawie udowodnionych nierówności (3.24)-(3.26) można wykazać, że 


funkcje Xa, Xb; Xe Spełniają aksjomaty (i) oraz (vi) Definicji 2.2.1. Dowody praw- 
dziwości dla pozostałych aksjomatów (ii) — (v) wynikają z własności składników 


WO; X o; doo; Doo, Oraz c. Ostatecznie stwierdzamy, że funkcje Xa, Xo, Oraz Xe Są mia- 


rami niezwartości w przestrzeni BC(R,, Æ). 


Koniec dowodu. 


Zauważmy, że miary Va, Xb; Xc Są subliniowe. Ponadto miary Xa, oraz X, mają 


własność maksimum. Wszystkie te miary niezwartości nie są pełne. 
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Jądro miary x, składa się z ograniczonych podzbiorów X przestrzeni BC(R.,E) 


takich, że funkcje z X są lokalnie jednakowo ciągłe na 


R, i dążą do zera z tą 


samą prędkością. Ponadto przekroje X(t) są relatywnie zwarte w przestrzeni Æ 


dla każdego t e R,. Jądro miary jest analogiczne z tą różnicą, że funkcje 


x € X € ker yy, dążą do skończonej (niekoniecznie zerowej) granicy. Wreszcie ją- 


dro ker x, składa się z tych zbiorów X € DMecr,,z), dla których funkcje z X sa 


lokalnie jednakowo ciągłe na Ry, przekroje X(t) są relatywnie zwarte w £ dla 


każdego t € R4, a grubość wiązki utworzonej przez wykresy funkcji z X dąży do 


zera w nieskończoności. 


Uwaga 3.3.4. Zauważmy, że jeżeli w konstrukcji składnika dn, wyrażonego wzo- 


rem (3.15), zamienimy miarę Hausdorffa x, na miarę Kuratowskiego a, lub na inną 


dowolną regularną miarę niezwartości u równoważną mierze Hausdorffa, to Twier- 


dzenie 3.3.3 pozostaje prawdziwe. W konsekwencji funkcje pa, Hb, He określone 


wzorami (3.19)-(3.21) są miarami niezwartości w przestrzeni BC(R,, Æ). 
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4 Miary niezwartości w przestrzeni BC(R,, E) ge- 
nerowane przez dowolną miarę niezwartości w prze- 


strzeni FE 


W tym rozdziale zostaną przedstawione miary niezwartości skonstruowane 


w przestrzeni funkcji określonych, ciągłych i ograniczonych na dodatniej półosi 


rzeczywistej R o wartościach w przestrzeni Banacha Æ. Przeprowadzony będzie 


dowód istnienia takich miar w przypadku, gdy w £ zadana jest dowolna, nieko- 
niecznie regularna miara niezwartości. Ponadto podamy wzory opisujące zbudo- 


wane miary w przypadku, gdy F jest przestrzenią ciągów ograniczonych læ. 


4.1 Konstrukcja miar niezwartości w przestrzeni BC(R.,E) 


generowanych przez dowolną miarę zadaną w E 


Załóżmy, że E jest daną, nieskończenie wymiarową przestrzenią Banacha, 
a u jest dowolną miarą niezwartości zadaną w tej przestrzeni. 
Warto nadmienić, że rozważania tego podrozdziału zachowują swój sens jeżeli prze- 


strzeń E jest skończenie wymiarową przestrzenią Banacha. 


Następnie, rozważmy przestrzeń Banacha BC(R,, FE) składającą się z funkcji okre- 


ślonych, ciągłych i ograniczonych na R, o wartościach w przestrzeni Æ. Przestrzeń 


BC(R.,,E) będzie wyposażona w standardową normę supremum 


lello = sup (|r(t)||z : t € Ry}, 


gdzie symbol || - |z oznacza normę w przestrzeni E. 


Równocześnie z przestrzenią BC(R., Æ) będziemy rozważać przestrzeń Cr = 
C([0,T], E), gdzie T > 0 jest dowolne, z norma |z||r = sup 4|z(t)||z : t € [0, T]}. 


Ta przestrzeń była opisana w podrozdziale 3.1. 


Zauważmy, że jeżeli weźmiemy funkcję z € BC(R,,E), wtedy obcięcie z|[o,r] 


funkcji x do przedziału [0,7] jest elementem przestrzeni Cr. 


W dalszej części ustalmy dowolny niepusty, ograniczony zbiór X, X C BC(R4, Æ). 


Następnie, dla dowolnie ustalonej funkcji z e X i dla e > 0 definiujemy moduł 
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ciągłości w°(x,€) w następujący sposób 


w*(x,e) = sup {||z(t) — x(s)||z : t,s E€ Ry, |t — s| < €}. (4.1) 


Poniższy lemat przedstawia związek modułu ciągłości z pojęciem jednostajnej cią- 


głości funkcji. 


Lemat 4.1.1. Wartość lim w(x, £) jest równa 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja 
E> 


x = x(t) jest jednostajnie ciągła na przedziale R... 


Z drugiej strony zauważmy, ze dla dowolnego T > 0 mamy 
w”(m;e) S w™ (aye), (4.2) 
gdzie w"(x,€) oznacza moduł ciągłości obciecia z|,rj w przestrzeni Cr tzn. 
w” («,e) = sup {||x(t) — z(s)||z : t,s € [0, T], |t — s| < €}. 


Dodatkowo, dla dowolnej funkcji z € BC(R,, E) mamy, ze lim wT (x,£) = 0 dla 
E> 
każdego T > 0. Jednak w ogólności nie jest prawdą, że lim w*(x,e) = 0. Aby to 
E> 


pokazać rozwazmy następujący przykład. 


Przykład 4.1.2. Rozważmy przestrzeń BC(R;) = BC(R,,R). Weźmy funkcję 


x = x(t) w tej przestrzeni zdefiniowaną na przedziale [0,1] w ten sposób, że jej 


wykres jest trójkątem równoramiennym z podstawą równą przedziatowi [0, 1] i wy- 
sokością równą 1. Analogicznie, definiujemy funkcję x na przedziałach [1, 1 + 5], 
[1 + ż,1+ 3 + z] itd. Wtedy, dla dowolnego e > 0 mamy, że w*(x,e) = 1. Stąd 
mamy, że lim w*(x1,e) = 1. Jednak z drugiej strony mamy, że lim wT (x,£) = 0 dla 
dowolnego T > 0. 


Dalej biorąc pod uwagę wzór (4.1), dla X € Nece,,z) definiujemy: 


w*(X,e) =suplw*(x,e):xz EX), 
wy (X) = limo” (X, e). (4.3) 


Lemat 4.1.3. Wartość w% (X) jest równa 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje ze 


zbioru X są jednakowo ciągłe na R}. 
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Pomijamy dowód tego lematu. 


W dalszej części rozważmy funkcję i, określoną na rodzinie Ngccr,,B) wzorem 


n.(X) = lim Fip(X), (4.4) 


gdzie 
Fr(X) = sup {yu( X(t) : t € [0,7]). 


Zauważmy, że istnienie granicy we wzorze (4.4) jest konsekwencją faktu, że funkcja 


T + [lq(X) jest niemalejąca i ograniczona z góry na R,. Rzeczywiście, ponieważ 


zbiór X jest ograniczonym podzbiorem przestrzeni BC (R., E), zatem istnieje stała 


c > 0 taka, ze 
sup 4 ||r(t)||p:tEeR;) <c 


dla każdego 1 € X. Zatem, ustalając dowolnie t € R. wnioskujemy, że 


sup + |x(t)||p:z EX) <c. 


To implikuje, że miary niezwartości u(X(t)) są ograniczone z góry dla t € R.. 


Następnie dla T > 0 połóżmy 


ar(X) = sup { sup (lie(t)|z t> TYN 


Funkcja T + ar(X) jest nierosnąca i ograniczona na R+, zatem istnieje skończona 


granica 
A(X) = lim ar(X). (4.5) 


T—00 
W dalszej części weźmy pod uwagę inne wielkości powiązane z mierzeniem 


zachowania funkcji ze zbioru X w nieskończoności. Mianowicie, dla T > O niech: 


br(X) = sup { sup (left) — z(s)||g : t,s > ry), 


boo(X) = lim br(X). (4.6) 


Tc 


Następnie dla t € R, definiujemy 


diam X(t) = sup {||z(t) — y(t)||E : z,y € X) 
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oraz 
c(X) = lim sup diam X(t). (4.7) 


t= oo 


Ostatecznie, łącząc (4.3) - (4.7), możemy zdefiniować następujące wielkości: 


Hal X) = P(X) + F(X) + as(X). (4.8) 
m(X) = WP (X) + A(X) + bol X), (4.9) 
pto(X) = W(X) + Fol X) + (X). (4.10) 


Teraz zostanie sformułowany główny rezultat niniejszego rozdziału. 


Twierdzenie 4.1.4. Niech u będzie miarą niezwartości w przestrzeni Banacha E. 


Wtedy funkcje Ha, Ha i He zdefiniowane wzorami (4.8) - (4.10) odpowiednio, są 


miarami niezwartosci w przestrzeni BC(R,, E) oraz zachodzą następujące nierów- 


ności 


dla dowolnego zbioru X E€ Meccr,,z): 


Dowód. Najpierw rozważmy rodziny ker jig, ker jw i ker ue, które są jądrami funkcji 


La; Hb Oraz Ue odpowiednio. Zauważmy, że rodzina ker i, jest niepusta ponieważ 


zawiera zbiór składający się z funkcji, która jest równa 0 na R,. Ta sama argu- 
mentacja pokazuje, że rodzina ker ue jest niepusta. Podobnie, rodzina ker py jest 


niepusta, ponieważ zawiera zbiory ograniczone składające się z funkcji stałych na 


przedziale R,. 


Następnie pokażemy, że ker fg, kerup oraz ker uc są podrodzinami rodziny 
Ngome W tym celu rozważmy rodzinę kerp,. Następnie weźmy zbiór 
X € ker py. To oznacza, że (X) = 0. Stąd, uwzględniając (4.9) and (4.2) wnio- 
skujemy, że dla dowolnie ustalonego T > 0 mamy, ze wg (X) = 0 oraz Hr (X) = 0. 
To implikuje, że 

ir(X) = wy (X) + Fip(X) = 0, 
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gdzie ur jest miarą niezwartości występującą we wzorze (3.1) i Twierdzeniu 3.1.2, 
gdy przyjmiemy I = [0,7] oraz ur zamiast ur. W świetle wspomnianego Twier- 
dzenia 3.1.2 dedukujemy, że zbiór X |fg,rj (obcięcie zbioru X do przedziału [0, 7]) 
jest relatywnie zwarty dla dowolnie ustalonego T > 0. 

Następnie, uwzględniając wzór (4.9) mamy, że b..(X) =0. Stąd na podstawie 
wzoru (4.6) wyciągamy wniosek, że dla dowolnie ustalonego € > 0 możemy znaleźć 
takie T > 0, że 


br(X) < (4.11) 


WIO 


Dalej, opierając się na fakcie, że zbiór X |o,rj jest relatywnie zwarty w przestrzeni 
C([0, T], E), możemy znaleźć skończoną § - sieć y,Y2, ...,Ym zbioru X |jo,r) nale- 
żącą do zbioru X|jo,7) tzn., y; € X|] dla i = 1,2,...,m (por. Twierdzenia 3.1.1 
oraz 3.1.2). 


Następnie dla ustalonego i € {1,2,...,m} rozważmy przedłużenie y, funkcji y; 


zdefiniowane na R. w następujący sposób 


z0- | yi(t) dla te [0,7] 


Ustalmy dowolnie funkcję x € X. Następnie uwzględniając powyżej wykazane 
fakty, dla t € [0,7] możemy znaleźć i € {1,2,...,m} takie, że 
= E 
Ic) -70l = a) — ville < 5 (4.12) 


dla t € [0,7]. Natomiast dla t > T, biorąc pod uwagę (4.11) oraz (4.12) mamy, że 


E E € 
<“ T) —9,(T —+=>=€ 
<5 +|e(T) -Y(T)|e <5 +5 
Zatem funkcje y1, Yo,- --, Ym tworzą skończoną e - sieć zbioru X w przestrzeni 


BC(R,,E). Zatem X E€ Ngor), A to z kolei oznacza, ze ker uy C Otgc(R..E)- 


Zauważmy teraz, że w świetle nierówności 
læt) — z(s)||z < |z()||z + lles) 


mamy, że 
bœ( X) S20Z(A |): 
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gdzie wielkości a% i b są zdefiniowane przez (4.5) oraz (4.6) odpowiednio. Zatem, 
biorąc pod uwagę wzory (4.8) i (4.9) opisujące funkcje m, i 4» wnioskujemy, że 


spełniona jest pierwsza nierówność twierdzenia: 
(X) < 2pa(X). 


Równocześnie z tej nierówności uzyskujemy, ze ker fi, C ITBo(R+,E)- 


Analogicznie z nierówności 


lz) — Mle < lle@lle + lly@Olle, 


która jest prawdziwa dla wszystkich x,y e BC(R,, E) oraz t e Ry, otrzymujemy 


drugą nierówność wskazaną w twierdzeniu. Jednakże, z tej nierówności nie wynika, 
że ker ye C ITBc(R,„E)- 

W celu pokazania słuszności tego stwierdzenia ustalmy dowolny zbiór 
X € kerp.. Używając argumentacji podobnej jak wyżej wyciągamy wniosek, że 
dla dowolnego T > 0 zbiór X |ior] jest relatywnie zwarty w przestrzeni C ([0, T], Æ). 
Ponadto uwzględniając, ze u,(X) = 0 wnioskujemy, że c(X) = 0, gdzie wielkość 
c(X) jest zdefiniowana wzorem (4.7). 


Stąd wynika, ze dla dowolnego ustalonego e > 0 możemy znalezć T > 0 takie, że 


c(X) < (4.13) 


None) 


Korzystając z założenia, ze zbiór X|jo,7) jest relatywnie zwarty w przestrzeni 
C([0, T], E), możemy wybrać funkcje y,Y2,...,Ym € X takie, że tworzą one skoń- 
czoną € - sieć zbioru X w przestrzeni C([0, 7], E). Stąd, dla dowolnego z € X 


możemy znaleźć i € {1,2,...,m} takie, że 
læt) — ys(t)|| z < e 

dla t € [0,7]. Skoro x,y; € X, to używając (4.13) wnioskujemy, że 
læ(t) — ys(t)|| z < e 


dla każdego t > T. 


Podsumowując zauważamy, że funkcje y1, 92, . . - , ym tworzą skończoną e-sieć zbioru 
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X w przestrzeni BC(R,,EF). Stąd otrzymujemy, że X € Ngor, g£), co pokazuje 
żądane zawieranie ker ye C OtBc(R.,B): 

Zauważmy, że stwierdzenie, że funkcje la, /% Oraz Hc spełniają warunek (ii) 
Definicji 2.2.1 jest spełnione wprost z definicji tych funkcji. 

Teraz udowodnimy, że funkcje Ha, /% oraz ue spełniają warunek (iii) Defini- 
cji 2.2.1. W tym celu ustalmy zbiór X E€ Dtgc(fR,„B) i oznaczmy m,(X) = r, gdzie 
T=M+rTa+ r3 oraz wę (X) = 71, Ay(X) = ra, Go(X) = r3. Następnie roz- 
ważmy domknięcie X zbioru X. Oczywiście u.(X) < m(X), m(X) < (X) 
oraz Hel X) < m.(X). Aby udowodnić nierówności przeciwne ustalmy z € X. 
W szczególności oznacza to, że istnieje ciąg (£n) C X taki, że z, > z dla n > oo. 


Stąd, biorąc dowolne e > 0 znajdujemy liczbę naturalną no taka, że 


lnt) — lle < (4.14) 


dla wszystkich t € R. oraz dla n > no. 

Dalej zauważmy, że z równości w° (X) = rı wnioskujemy, że istnieje 6 > 0 taka, 
E 

że w (£n, 0) S rı + 3 dla n = 1,2,... . To implikuje, że 


E 
lænt) — zals)lle <r +3 


6 oraz dla wszystkich n € N. 


dla wszystkich t, s € R, takich, że |t — s| 


ô i opierając się na (4.14), dla n > no 


Stąd, ustalając t,s € R, takie, że |t — s| 
otrzymamy 
|z(t) — 2(s) lle < |z(t) — tn) |e + lEn) — zn(5)||E 


E a E 
tllen(s) — z(sjlp < $+n+7+$=n+e. 


To implikuje, że 
w”? (1,0) Sry te. 


W rezultacie mamy, że 
w*(X,6) Sri +e. 


Zatem, otrzymujemy następujące oszacowanie 
wę (X) <r 
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co pokazuje, że wę (X) < wę(X). To implikuje z kolei równość w$(X) = 
BYC 

Zauważmy dalej, że równość „(X ) = Zi,,(X) jest konsekwencją wzoru (4.4) 
i faktu, ze u jest miarą niezwartości w przestrzeni EL. 

Wykorzystując równość az (X) = r3 oraz wzór (4.5), dla dowolnie ustalonego 


e > 0 możemy znaleźć T > 0 takie, że 


To implikuje z kolei, że 


E 
ly(t)|| < rs + 


(4.15) 


dla wszystkich y € X oraz dla t > T. 
Dalej ustalmy x € X. Jak już zostało powiedziane wcześniej możemy znaleźć ciąg 
(tn) C X taki, ze 
lza) — z(t)|| < 5 
dla t € R4 i dla n > ny. Łącząc powyższe stwierdzenia z nierównością (4.15), dla 


dowolnego t € R, i dla n > no mamy, ze 


E E 


le®lle < lz) — s Hlle + eHe <5 tr + z = rate. 
To implikuje, że 
ar(X)<r3t+e 
Stąd dla T — oo otrzymujemy 
asl X) < rz +e 
co dowodzi nierówności ax(X) < am(X). Oczywiście to implikuje równość 


W(X) = a%( X). 

Równość ba ( X ) = bœ(X) możemy pokazać w podobny sposób. 

Pokażemy teraz, że prawdziwa jest równość c(X) = c(X). W tym celu 
oznaczmy r4 = c(X). Uwzględniając wzór (4.7) wnioskujemy stąd, że dla do- 


wolnie ustalonego e > 0 możemy znaleźć T > 0 takie, że 
diam X(t) < r4 + 3 (4.16) 
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dla t > T. 
Następnie, ustalmy dowolnie elementy z,y € X. Wybierzmy ciągi (£n), (yn) C X 
w ten sposób, że istnieje liczba naturalna no taka, że 
E E 
lent) — rOle < 3, lnt) -Ales 5 (4.17) 


dla t € R, oraz dla n > no. W świetle oszacowania (4.16) wnioskujemy, że 
E 
3 


Izn(t) — y(t)||E < ra + (4.18) 


dla n € N oraz dla t > T. 
Teraz łącząc (4.17) oraz (4.18), dla n > no i dla t > T otrzymujemy 


lz) — yOlle <le — zn(t)||E + ||£n(t) — mlle + |yn(t) — y(t)||E 


E 6 E 
< Frat ł =fr4 +E. 


3 3 3 
Oczywiście to implikuje, że diam X(t) < r4 +e dla t > T. Stąd mamy żądaną 


równość c( X ) = c(X). 
Wykażemy teraz, że spełniony jest warunek (iv) Definicji 2.2.1. 
Zauważmy najpierw, że z faktu, że p jest miarą niezwartości w przestrzeni Æ 
wynika, równość 
Too (Conv X) = (X) 


dla dowolnie ustalonego zbioru X € Necce,,p)- 


Z drugiej strony pamiętając, że wielkości w”, ar, br Oraz c sa subliniowe w sto- 


sunku do operacji algebraicznych w przestrzeni BC(R4, E) wyciągamy wniosek, 


że 
w”*(conv X,e) =w*(X,e), 
ar(conv X) = ar(X), 
br(conv X) =br(X), 
c(conv X) = c(X) 


dla dowolnych € > 0i T > 0. To pozwala nam wywnioskować, że w8 (conv X) = 
wę (X), ag(conv X) = aa(X), oraz b.(conv X) = bx(X). Stąd, w świetle wa- 


runku (iii) Definicji 2.2.1 wnioskujemy, że funkcje Ha, /% Oraz ue Są niezmiennicze 
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względem domknięcia wypukłego. Zatem te funkcje spełniają warunek (iv) Defi- 
nicji 2.2.1. 
Analogicznie możemy pokazać, że funkcje pa, [My Í We spełniają warunek (v). 
Pozostało wykazać, że funkcje fla, Hp Oraz ue spełniają warunek (vi) Defini- 
cji 2.2.1. 
W tym celu ustalmy ciąg zbiorów domkniętych (X,) z rodziny MNegcrr,,z) takich, że 
Xn+1 C Xn dla n = 1,2,... oraz lim Hal Xn) = 0. Z równości (4.8) otrzymujemy, 


że 
lim wy (Xn) =0, (4.19) 
lim Fa (Xn) = 0, (4.20) 
lim aœ(Xn) = 0. (4.21) 
n=o0 


Dalej, korzystając z (4.3) wnioskujemy, że dla dowolnego h > 0 spełniona jest 


następująca nierówność 
W? (Xnii,h) < Ww? (Xp, h) 


dlan=1,2,.... 


Załóżmy dalej, że (t;) jest ciągiem nieujemnych liczb rzeczywistych, gęstym 


w przedziale R,. Następnie rozważmy ciąg funkcji x, = z,(t) dla t € Ry takich, 


że £n E€ Xn dla n =1,2,... . Używając metody przekątniowej bez straty ogólności 
możemy założyć, że ciąg (£n) jest punktowo zbieżny na zbiorze punktów ciągu (t;). 


Wreszcie, definiujemy funkcję zx na zbiorze punktów ciągu (t;) następująco 


Loo(t;) = lim z,(t;) 


noo 
dla każdego i = 1,2,... . Pokażemy, że funkcja z, jest jednostajnie ciągła na 
zbiorze punktów ciągu (t;). 
W tym celu zauważmy, ze dla dowolnie ustalonych indeksów i,j oraz dla do- 


wolnej liczby naturalnej n mamy 
I[Zoo(ti) — ælt) læ 
< ||#oo(ti) — tn(te) [le + ln (ti) — zn(t;)||2 + Enti) — tolti) lle 
< |£oc(t;) — tn (ti) +o? (Xn, lti — tjl) + |Zn(t;) — zw(t;)||2- 
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Stąd dla n —> oo otrzymujemy, że 
aol ti) - a(t) lle < Em w (Xn [ti — tj) (4.22) 
Z powyższego oszacowania oraz (4.19) wynika, że funkcja x jest jednostajnie 


ciągła w punktach ciągu (t;). 


Teraz, stosując Twierdzenie 1.5 wnioskujemy, że funkcja x. może być rozsze- 


rzona w jedyny sposób do funkcji jednostajnie ciągłej na R,. To rozszerzenie 


również będziemy oznaczać przez x. Z nierówności (4.22) mamy, że 


|c(t) — teo(s)||E < lim w (Xn, |t — s|) (4.23) 


dla dowolnego t, s € R4. 


Pokażemy teraz, że funkcja zo jest granicą jednostajną ciągu funkcji (£n). 
W tym celu ustalmy dowolnie liczbę e > 0. Uwzględniając równość (4.19) możemy 
znaleźć liczbę naturalną no taka, że 
E 
4 
dla n > no. Stąd, na podstawie (4.3), istnieje liczba 6 > 0 taka, ze 


wę (Xn) < 


E E € 

RA 55 
ONS a = 3 

dla każdego h takiego, ze 0 < h < 6 oraz dla n > no. 


W konsekwencji otrzymujemy nierówność 


lim w”(Xn, h) S 


noo 


(4.24) 


NIM 


dla h takich, że 0 < h <S ô. 
Następnie wybierzmy t; w ten sposób, że |t — t;| < h. Wtedy mamy 


l£æ(t)—=£n (tlle < |Foo(t) — £ælt;)l|Æ 
sk ||-£o0 (ts) w Tn(t;)||E a zn (£;) — Sn(t)||z- 


Stąd w świetle nierówności (4.23) oraz (4.24) otrzymujemy 


Ie = Dle 
< lim w*(X,, h) + |eo(t;) — Balle + w (Xn h) 


E OO 
< 5 + lzco(t;) — en(ty) Ile +w” (Xn, h). 
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Z powyższego oszacowania wynika, że 


lim |[an(t) — too(t)\lz < € 


n—> o0 


dla wszystkich t € R4. Stąd dostajemy, ze 


lim ||£n — ze||BC(R,.B) = 0. (4.25) 


Powyższa równość oznacza, że funkcja zo jest jednostajną granicą ciągu funkcji 


(£n) na przedziale R4. W szczególności z (4.25) wnioskujemy, że £o jest punktem 
domknięcia wszystkich zbiorów X, (n = 1,2,...) . Stąd otrzymujemy wniosek, że 
Loo E€ X, dla n =1,2,... . Zatem przecięcie X% = a Xn jest niepuste. 
Ostatecznie, łącząc uzyskany wniosek z doi (4.20) oraz (4.21) wnio- 
skujemy, że funkcja Ha spełnia warunek (vi) Definicji 2.2.1. 
W analogiczny sposób dowodzimy, że funkcje m, oraz uc spełniają warunek (vi) 
Definicji 2.2.1. 


Zatem funkcje Ha, Ha Oraz ue Są miarami niezwartości w przestrzeni BC(R,, Æ). 


Koniec dowodu. 


Następnie opiszemy jądra miar niezwartości [,, /% oraz He zdefiniowanych wzo- 
rami (4.8), (4.9) oraz (4.10), odpowiednio. 


Po pierwsze zauważmy, że jądro ker u, miary Ha składa się ze wszystkich ograniczo- 


nych podzbiorów X przestrzeni BC(R.,E) takich, że funkcje z X są jednostajnie 


ciągłe i jednakowo ciągłe na R. (innymi słowami można powiedzieć, że te funkcje 


są jednakowo jednostajnie ciągłe na R,). To ostatnie stwierdzenie jest równoważne 


temu, że funkcje ze zbioru X są jednakowo ciągłe na półosi R}. Ponadto, funkcje 


ze zbioru X zmierzają do zera z tą samą prędkością, tzn. jednostajnie ze względu 


V d V V le®le <e. 


e>0 T>0 tèT rex 


na zbiór: 


Oprócz tego wszystkie przekroje X(t) zbioru X należą do jądra miary niezwarto- 
ści u w przestrzeni Banacha Æ. W szczególności, wspomniane przekroje X(t) są 


relatywnie zwarte w E. 
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Podobnie, jądro ker jz, miary ju, składa sie ze wszystkich ograniczonych podzbiorów 


X przestrzeni BC(R,, Æ) takich, że funkcje z X są jednakowo ciągłe na półosi R. 


oraz wszystkie przekroje X(t) zbioru X są zawarte w jądrze miary niezwartości ju 
w przestrzeni Æ. Ponadto wszystkie funkcje z X zmierzają do granic w nieskoń- 
czoności jednostajnie ze względu na zbiór X. 


Wreszcie jądro ker ue miary He zawiera wszystkie ograniczone podzbiory X prze- 


strzeni BC(R,, E) które są jednakowo ciągłe na R, oraz wszystkie przekroje X(t) 
zbioru X są elementami jądra ker u w przestrzeni Banacha EF. Dodatkowo grubość 
wiązki utworzonej przez wykresy funkcji z X zmierza do zera w nieskończoności. 

Zauważmy dalej, że miary niezwartości Qa, py oraz We zdefiniowane wzorami 
(4.8) - (4.10) nie są pełne. To oznacza, że jądra ker fia, ker, oraz ker pe sa 
podrodzinami właściwymi rodziny OTB0(R+,E)- 


Chcąc to pokazać rozważmy ustalony niezerowy wektor x) € E. W przestrzeni 


BC(R.,,E) rozważmy funkcje x = x(t), y= y(t) zdefiniowane następująco: 


x(t) = zosint, y(t) Go cost 


dla t € R}. Niech zbiór X = {x,y}. Oczywiście zbiór X jest zwartym podzbio- 


rem przestrzeni BC(R,, Æ), ponieważ jest skończony. Ponadto łatwo wykazać, że 
wę (X) = 0 oraz u„(X) = 0, gdzie wielkości w% i m sa zdefiniowane przez (4.3) 
oraz (4.4) odpowiednio. 

Z drugiej strony biorąc pod uwagę wielkości ax, bœ oraz c opisane odpowiednio 


wzorami (4.5), (4.6) oraz (4.7) widzimy, że 

doo(X) = |zollz, Bo(X) = 2Iaolle, c(X) = v2l|xol|z. 
Zatem, korzystając ze wzorów (4.8) - (4.10) otrzymujemy 

ka(X) = ||tollz, mX) = 2llzollz, He(X) = v2llzollz- 


Zatem zbiór X nie należy do żadnej z rodzin ker pq, ker ua oraz ker pe. 
W dalszej części warto wspomnieć, że miary niezwartości p, i /% zdefiniowane 
wzorami (4.8) oraz (4.9) mają własność maksimum podczas gdy miara pi. nie ma 


tej własności. Ponadto jeśli założymy, że miara u w przestrzeni Banacha F jest 


49 


subliniowa, to wtedy wszystkie miary fg, [My Oraz ue są subliniowe w przestrzeni 
Banacha BC(R,, E). 


Uwaga 4.1.5. Przypomnijmy, że w przypadku gdy miara niezwartości u w prze- 
strzeni Banacha £ jest miarą Hausdorffa x (lub Kuratowskiego, lub dowolną regu- 


larną miarą równoważną mierze Hausdorffa), to możemy określić miarę niezwarto- 


ści w przestrzeni Banacha BC (R+, E), wzorami (3.19)-(3.21). Dokonuje się tego 


przez zastąpienie pierwszego składnika wg” bardziej ogólnym wo. W podrozdziale 
3.3 znajduje się wyprowadzenie równości, które tu przypomnimy. Mianowicie dla 


X € Mecer, r) oraz dla e > 0, x € X, T > 0 mamy poniższe równości: 


w" («,€) = sup |||z(t) — z(s)||p : t,s € [0, T], |t — s| < e), 
= sup (w'(z,e):x E€ X}, 
= limu” (X,e), 


) 

w'(X,e) 
wo (X) 

w(X) = jim A Wy (20: 

Oczywiście, z nierówności (4.2) wnioskujemy, że 


wo(X) < wy” (X). 


Ponadto, wy(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje należące do X są lokalnie 


jednakowo ciągłe na przedziale R,. 


Zatem miary niezwartości fg, Hb, Oraz We określone na przestrzeni BC(R.,E) 


wzorami (3.19)-(3.21) są różne i bardziej ogólne od miar (4.8)-(4.10). 
Należy pamiętać jednak, że w przypadku, gdy nie znamy wzorów wyrażających 


miarę niezwartości Hausdorffa w przestrzeni Banacha EF (lub regularną miarę rów- 


noważną mierze Hausdorffa), wtedy konstrukcja miary w przestrzeni BC(R,, Æ) 


na podstawie wzorów (3.19)-(3.21) jest niemożliwa. Ponadto miary niezwartości, 
które zostały zaprezentowane w tym rozdziale, wyrażone wzorami (4.8) - (4.10), 
okazują się być bardziej wygodne z praktycznego punktu widzenia (por. następny 


rozdział). 
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4.2 Formuły dla miar niezwartości w przestrzeni BC(R,, lx) 


Biorąc pod uwagę dalsze zastosowanie miar niezwartości pa, [yp OTAZ We W teorii 
nieskończonych układów równań całkowych, rozważymy jako przestrzeń Banacha 
E przestrzeń ciągową lœ składającą się ze wszystkich ciągów ograniczonych (z,). 
Nasze rozważania będą dotyczyły ciągów rzeczywistych. Oczywiście przestrzeń l% 


będzie wyposażona w klasyczną normę supremum 
[lel] = (zn)|| = sup (|a| : n=1,2,...), 
gdzie x = (£n) € la. 
Warto przypomnieć |7, 11], że nie jest znany wzór wyrażający miarę niezwarto- 
ści Hausdorffa (lub Kuratowskiego) w przestrzeni lœ. W związku z tym nie można 


zastosować w tym wypadku teorii rozwiniętej w pracy [5]. 


Rozważmy zatem przestrzeń BC (R+, lœ) którą będziemy oznaczać symbolem 


BCs, składającą się z funkcji x : Ry —> læ ciągłych i ograniczonych na R+. Takie 


funkcje można zapisać w formie 


a(t) = (tn(t)) = (w(t),ta(t),... ) 


dla każdego t € R,, gdzie ciąg (x,(t)) jest elementem przestrzeni lœ dla każdego 


ustalonego t. Norma funkcji z = x(t) = (z,(t)) jest zdefiniowana równością 


L} = sup { sup {len (0) ki = RA 


A 


|| = sup {lle © ll : t € 


Dalej zaprezentowane będą wzory wyrażające miary niezwartości Wa, [My Oraz 
[Me W powiązaniu z miarami niezwartości w przestrzeni lec. 

Na początku ustalmy zbiór X € Mpc,. Dla e > 0 oraz dla dowolnej funkcji 
x(t) = (z,(t)) należącej do zbioru X rozwazmy moduł ciągłości w% (x, £) zdefinio- 


wany wcześniej wzorem (4.1), który teraz prezentujemy w następującej postaci 


= sup { sup 4 |z„(t) — zn(s)| : n=l,2,... 


w*(zx,e) =sup (||z(t) — z(s)||i, : t,s € Ry, lt- s| < €} 
}:t,s © Ry, lt- 8| <e}. 


Następnie na podstawie powyższego wzoru oraz (4.3), otrzymujemy 


w*(X,e) = sup {sup {sup lan(t) — tn(s)|:t,5 € R4,|t — s| < ch} 
neN 


rex 
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Ostatecznie mamy 
wę (X) = limw™(X, e€) 
e—0 


= tim { sup { sup sle) = eals) :t,s €R,,|t—s| <e} hh (4.26) 


e—0 (rex neN 


Następnie aby zdefiniować drugi składnik m. miar Ha, Ha oraz u, danych wzo- 
rami (4.8) - (4.10) załóżmy, że w przestrzeni l, weźmiemy pod uwagę miary nie- 


zwartości u!, u”, p” określone na rodzinie IN), w następujący sposób [7, 11]: 


pa) = | sup {sup lous >)} 


n> | g=(«;)EX 
u (X) = lim sup (sw {ltn — 2m] : n,m > p}} , 
PRO | z=(2;)EX 


p(X) = lim sup diam X,, 


noo 
gdzie 
A SAG ee Se 
oraz 
diam X, = sup {|£ — gal : z = (zi), y = (yi) € X). 
Teraz w oparciu o wyżej podane wzory, możemy zdefiniować wielkości Zi, 


(i = 1,2,3) związane z tymi wzorami. Mianowicie dla X € ipo, oraz dla 


ustalonego T > 0 mamy: 


=I 

są 

A 
I 


sup {u (X (t)) : t € [0,7] } 


sup i lim i sup { sup {|ee() SRS "dy. 
te[o,T] | 729 | a=z(t)eX 


zq(X) = sup te (X(t)) : t € [0,T]) 


= sup 4 lim sup { sup {|xn(t) — Im(t)|: n,m > py} 3 
te[o,T] |P 7% | z=z(t)eX 


52 


p(X) = sup fe (X(t)) : t € [0,T]) 


= sup {limsup { sup £|z„(t) — yn(t)| : z = x(t), y = y(t) € xp}. 


te[0,T] n— oo 


Stąd wyprowadzamy następujące wzory: 


fix(X) = lim pq(X) 


T— oœ 
= lim 4 su lim su sup ilr l :kèn ; 4.27 
OKE: (ef Pil sl | Nay ( ) 


Tix(X) = lim pq(X) 


T= 


= Jim (se (m (SB, { sup |z„(t) — zm(t)| : n,m > aby). (4.28) 
(X) = lim pAr(X) 
= i | p (ins sup |zn(t) — yn(t)| : z = z(t), y = y(t) € sj) (4.29) 


Teraz określmy trzeci składnik skonstruowanych miar niezwartości w prze- 
strzeni Banacha BC. W tym celu zauważmy, że w oparciu o wzory (4.5), (4.6) 


oraz (4.7), mamy: 


Aoo(X) = lim ar(X) 


T= 


= lim sup {sw l sup |£n(t)| : t > r}} A (4.30) 
Too | p=2(t)eX neN 


= lim sup l sup ( sup |z„(t) — 1,(s)|:t,s> rj) f (4.31) 
Too | z=z(t)EX neN 


c(X) = lim sup diam X (t) 


too 


= lim sup {sup l sup |zn(t) - yn(t)| : 1 = 2#), y = y(t) € x)). (4.32) 


too 
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Ostatecznie, mając na uwadze wzory (4.8) - (4.10) opisujące miary niezwarto- 


ści w przestrzeni Banacha BC(R,, Æ) oraz biorąc pod uwagę powyżej otrzymane 


wzory (4.26) - (4.32) możemy przedstawić dziewięć wzorów opisujących odpowied- 


nie miary niezwartości w przestrzeni Banacha BC. Zatem mamy: 

Hal X) = wg (X) + Aol X) + oo(X) (4.33) 
dla i = 1,2,3. Podobnie otrzymujemy 

M(X) = wę (X) + Fol X) + boo(X) (4.34) 


dla i = 1,2,3. Ostatecznie możemy określić miarę niezwartości powiązaną z czyn- 


nikiem c = c(X) następująco 
HX) = wę (X) + F(X) + e(X) (4.35) 


dla i = 1, 2,3. 
Nie będziemy charakteryzować jąder powyżej zdefiniowanych miar niezwartości 
ponieważ odpowiednia charakteryzacja była opisana wcześniej. 

W dalszej części podamy inny wzór wyrażający wartość p określoną wzo- 
rem (4.4): 


Fing(X) = lim Fip(X) = Jim {sup {aX (8) : t € [0, TI) ). 
W tym celu wykażemy następujący lemat. 


Lemat 4.2.1. Spełniona jest następująca równość 


F..(X) = sup {U(X (£) :t € R4}, 
gdzie wielkość Ti,, jest wyrażona wzorem (4.4). 


Dowód. Oczywiście dla ustalonego T > 0 mamy 


sup fa(X(t)) : t € [0,T]) < sup {u(X(t)):tE R4}. 


Zatem mamy 


BAXS jim (sup (u(X(t)) :t€ o,])) < sup {u(X(t)):tE R+}. (4.36) 
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W celu udowodnienia przeciwnej nierówności oznaczmy 


ô = sup {u(X(t)): t € Ry}. 


Ustalmy dowolnie liczbę e > 0. Wtedy możemy znaleźć liczbę to € R. taką, że 


0—e < p(X(to)). 
Zatem dla T > ty otrzymujemy 
ô —e < sup {u(X(t)) : t € [0, TI}. (4.37) 

Ponieważ funkcja T — sup (u(X(t)) :t € (0, T]) jest niemalejąca to otrzymujemy, 
że 

sup {u(X(t)) : t € [0,7]) < Jim (sup {u(X(t)) :t€ (0, T}}}. (4.38) 
Laczac (4.37) oraz (4.38), uzyskujemy 

dO-EX< Jim {sup {p(X (t)) :t€ (0, 7]) |. 


W konsekwencji, uwzględniając dowolność wartości e, otrzymujemy następującą 
nierówność 
ô <S lim { sup (u(X(t)) :t € (0, 7}}} =e). (4.39) 
T-0o 


Ostatecznie łącząc (4.36) oraz (4.39) uzyskujemy żądaną równość. 


Zauważmy, że biorąc pod uwagę Lemat 4.2.1 oraz wzory (4.27)-(4.29) opisujące 


wartość pmr, dla i = 1,2,3, w przestrzeni BC, uzyskujemy następujący wniosek. 


Wniosek 4.2.2. Wartości (4.27)-(4.29) mogą być wyrażone następującymi wzo- 


rami odpowiednio 


eee. ot F lim { sup {sup {i09 skiz aJ 


TEX 


F(X) =sup | | sup CETELE 


t20 |P?© | z=z(t)EX 


Ee (xh sup lim sup{ sup| |zn(t) — yn(t)| : z = z(t), y = y(t) € x) 


t>0 n— oo 
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5 Twierdzenia egzystencjalne dla nieskończonych 
układów równań całkowych na półosi rzeczywi- 
stej 


Ten rozdział przedstawia kluczowe wyniki pracy. Mianowicie przedstawione są 
tutaj twierdzenia o istnieniu rozwiązań dla nieskończonych układów równań cał- 
kowych na półosi rzeczywistej. Rezultaty te oparte są na wykorzystaniu narzędzia 


jakim są skonstruowane w poprzednim rozdziale miary niezwartości. 


5.1  Rozwiązalność nieskończonych układów równań całko- 
wych w klasie ciągów funkcyjnych na R. asymptotycz- 


nie stabilnych 


W tej części pracy zostanie pokazane zastosowanie miar niezwartości skonstru- 


owanych w poprzedniej sekcji w przestrzeni Banacha BC(R,, l). 
Mianowicie, rozważmy nieskończony układ nieliniowych kwadratowych równań 
całkowych typu Volterry-Hammersteina postaci 

t 


He = an(t) + fultsra(t),talt),...) | halt, s)gn(s,-01(8), (8), --.) ds (5.1) 


0 


dla t € Ry oraz dla n =1,2,.... 


Jak juz zostało wcześniej wspomniane, nasze rozważania będą dotyczyć przestrzeni 


Banacha BC(R.,lx) opisanej wcześniej. Będziemy używać miary niezwartości 


uż(X) zdefiniowanej wzorem (4.35) (dla i = 3). Dokładniej mówiąc ta miara jest 


zdefiniowana następująco 
u(X) = wę (X) + Ex(X) HeX), 


gdzie składniki wę”, 773, oraz c są opisane odpowiednio wzorami (4.26), (4.29) oraz 


(4.32), które tu przypomnimy: 


w AŻ = im sup {sup { sup len — £p(s)|:t,s € R4, lt — s| < ||. 


E—0 (vex 
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uż (X) = lim sup flim sup supi|z,(t) — yn(t)| : £ = z(t), y = y(t) € py 


T+ | że[o,T] | n=% 


eX) = imsup {sup f suplenl) = mO e= Hy =E x). 


t— oo 


Uwaga 5.1.1. Bardzo istotna jest obserwacja, że do jądra miary u3, której bę- 


dziemy używać, należą takie zbiory X z przestrzeni BC,, = BC(Rņ¿,l%), że ele- 


menty tych zbiorów są ciągami funkcyjnymi określonymi na R. i m.in. takimi, 


że są to ciągi w pewnym sensie asymptotycznie stabilne. Dokładniej, jądro ker uż 


zawiera wszystkie ograniczone podzbiory X przestrzeni BC, które są jednakowo 


ciągłe na R,, oraz wszystkie przekroje X(t) zbioru X są relatywnie zwarte w prze- 


strzeni Banacha lg. Ponadto grubość wiązki utworzonej przez wykresy funkcji z X 


zmierza do zera w nieskończoności. 


Sformułujemy teraz założenia, pod jakimi będziemy rozważać nieskończony 


układ równań całkowych (5.1). 


(i) Ciąg (an(t)) jest elementem przestrzeni BC. Ponadto funkcje a, = a,(t) 


są jednakowo ciągłe na R,, tzn. 


WAW VM. |vstj<ó=|at)=a()|<e] 


e>0 6>0 neN ty,to ER 


Oznaczmy przez A normę elementu (a,,(t)) w przestrzeni BC, tzn. 


A = ||(an(t))|loo = up {lant llr. | = mup (sw SOK 


(ii) Funkcje k„(t,s) = kn : RÈ + R są ciągłe na zbiorze RÊ (n = 1,2,...). 


Oprócz tego funkcje t > k,(t, s) są jednakowo ciągłe na zbiorze R. jedno- 


stajnie względem s € R, tzn. spełniony jest następujący warunek 


NOZ. y [a = ti] < 6 + [hn(to,8) — kalti, 3)| < €]. 


e>0 6>0 neN seR4 t1,t2ER+ 


(iii) Istnieje stała Kı > 0 taka, że 


t 
f |ka(t, s)|ds < Ky 
0 


dla każdego t € Ry oraz n = 1,2,.... 
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(iv) Ciąg (k„(t, s)) jest ograniczony na RÊ tzn. że istnieje stała Ky > 0 taka, ze 


[kn(t, s)| < Ka 


dla t,s € R, oraz n = 1,2,.... 


(v) Funkcje fn są zdefiniowane na zbiorze R, x R® i przyjmują wartości rzeczy- 


wiste dla n = 1,2,... . Ponadto funkcje t > fn(t, £1, £2, ...) są jednakowo 


ciągłe na R, jednostajnie względem x = (£n) € lœ tzn. spełniony jest 


następujący warunek 


Wiz VV i [ta — tı] < ô 


E>0 6>0 (xi)Eloo NEN tı,t2ER+ 


= |Jnlt2, £1, £2...) = es es eee | < e]. 


(vi) Istnieje funkcja l : Ry, —> R, niemalejąca na R,, ciągła w zerze i taka, że 


1(0) = 0, oraz spełniony jest poniższy warunek 


|falt, £1, A — falt, y1: Y2,- || < I(r) sup { |z; — yil 1> n} 


dla każdego r > 0, oraz dla z = (z;), y = (yi) € læ takich, ze |z|j, < r, 


lyllr <7, a także dla wszystkich t € R, oraz n = 1,2,... . 


(vii) Ciąg funkcji ( f„), gdzie f„(t) = |fa(t,0,0,...)| jest elementem przestrzeni 
BC. 


Zauważmy, że z założenia (vii) wynika, że możemy określić skończoną stałą 


F = sup {f (t): t €Ry,n=1,2,...}. 


Poniżej formułujemy pozostałe założenia, pod jakimi będziemy rozważać układ (5.1). 


(viii) Funkcje gn są określone na zbiorze R, x R© i przyjmują wartości rzeczywiste 


dla n = 1,2,... . Ponadto istnieje funkcja m : Ry R, niemalejąca na R4, 


ciągła w r =0, i taka że m(0) =0, oraz spełniony jest następujący warunek 
|gn(t, £1, To, ...) — Gn(t,y1,Y2,...)| < m(r)sup (lc; —yl|l:i2 n} 


dla każdego r > 0, oraz dla z = (2;), y = (yi) € læ takich, ze |z|j, < r, 


lylli <r i dla wszystkich t e Ry orazn=l,2,.... 
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(iz) Operator g zdefiniowany na zbiorze R, x lœ wzorem 


jest ograniczony tzn. istnieje dodatnia stała g taka, że 


gr) lh. = yD (Ialt, z)| < F 
nE 


dla każdego x € lœ i dla wszystkich t € R... 


(x) Istnieje dodatnia stała G taka, że dla dowolnych t € Ry, n € N oraz dla 


wszystkich x = x(t) = (£„(t)) € BC, spełniona jest następująca nierówność 
t t 
J DZODNCZOCONE 
0 0 


(xi) Istnieje dodatnie rozwiązanie ro nierówności 
A+FgK,+gKąri(r) śr 


takie, że 
gk, l(ro) + (rol(ro) + F)K, m(ro) < 1, 


gdzie stałe A, F, J, Kı zostały opisane wyżej. 


Uwaga 5.1.2. Zauważmy, że z założenia (vi) otrzymujemy, że dla każdego r > 0 


oraz dla z = (x;), y = (yi) € lm takich, że ||zl < r, lylo <r oraz dla t € R4, 


n € N, spełniona jest następująca nierówność 


|fa(t, T1, T2,.. -) SĘ ja: V1,Y2;::- )| < U(r) |x SK Yl [too 


gdzie | = I(r) jest funkcją z założenia (vi). 


Podobnie z założenia (viii) wnioskujemy, że dla t € R4, n € N i dla r > 0, oraz 


x= (xi), y= (yi) € lm takich, że |x|, <r, lylo <r zachodzi nierówność 
KACA W1,02,... ) m Galt, V1,Y2;::- )| < m(r)||x a Yl 
gdzie funkcja m = m(r) występuje w założeniu (viii). 
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Możemy teraz sformułować twierdzenie mówiące o istnieniu rozwiązania nie- 


skończonego układu (5.1). 


Twierdzenie 5.1.3. Jeżeli spełnione są założenia (i) — (zi), to nieskończony układ 


równań całkowych (5.1) ma co najmniej jedno rozwiązanie x(t) = (c,(t)) w prze- 


strzeni BC, = BC(R4, lœ). Ponadto funkcja x = x(t) jest jednostajnie ciągła na 


przedziale Ry. 


Dowód. Dowód zaczniemy od określenia trzech operatorów F, V, Q w przestrzeni 


BC, w następujący sposób 
(Fz)(t) = ((Fnx)(t)) = (falt, z(t))) = int, r1), va(t), ---)), 
WIG = (WG) = ( | bat, s)gn(s,20(3),20(8),.--)ds), 


(Qr) (t) = ((Qnx)(t)) = (an(t) + (Fze)(t)(Vz)(t)). 


Najpierw pokażemy, że operator F przekształca przestrzeń BC w siebie. 


W tym celu wybierzmy dowolnie funkcję z = x(t) = (x,(t)) e BCG. Ustalmy 


liczbę n € N oraz t € R,. Następnie w świetle narzuconych warunków i Uwagi 


5.1.2 otrzymujemy, że 


(Faa) Ð] < |fn(t, x1(t), z2(t),.--) — ee + |fa(t,0,0,...)| 
< kleli) sup {|xi(t)| : i > n) + |f„(t) 
< I(|||zc..)||r|| Bo. + F- (5.2) 


W szczególności uzyskane oszacowanie pokazuje, że funkcja Fx jest ograniczona 


na przedziale R,. 


Następnie pokażemy, że funkcja Fx jest ciągła na Ry. W tym celu wykorzy- 


stamy fakt ciągłości ustalonej funkcji z = x(t) = (x,(t)) € BC na przedziale R... 


Oznacza ona, że spełniony jest następujący warunek 


[| — to| < ô > |z(t) — z(to)ll S e]. (5.3) 


toER+ e>0 6>0 tER+ 


Dalej ustalmy e > 0 oraz ty € R4 i wybierzmy 6 > 0 tak, aby zachodził warunek 


(5.3). Następnie dla t € R, takich, ze |t — to| < ô, uwzględniając Uwagę 5.1.2 
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otrzymujemy 


|(Fnz)(t) — (Frz)(to)| = [fn(t, z1(t), ©2(t), ... ) — falto, #1 (to); £2(t0), ---)| 
< |f(t, r1), a(t), ---) — falto, vi (4), ©2(t),...) 
+ |fn(tos z1(£), ©2(t),...) — falto, ©1(to), 1e(to), -. )| 
< |f(t, zy(1), 12(t),...) — falto, vi (t), ©2(t),... )| 
+l Ollille) — zo) li 
< |fn(t, z1(t), v2(t),.--) — falto, 216), 226), ---)| + LllællBco) E (8-4) 


Nastepnie biorąc pod uwagę założenie (v), możemy wybrać liczbę ô > 0 w ten 


sposób, że 

|fn(t, z1(7), o(t),...) — falto, 11(7),To(t),...)| SE 
dla |t —to| < 6 oraz dla n = 1,2,... . Łącząc to z (5.4), otrzymujemy następujące 
oszacowanie 


(Fn) (t) — (Fn) (to)| < (1 +t(lel|zc.)) € 


dla n = 1,2,... oraz dla każdego t € R. takiego, że |t — to] < 6. To pokazuje, 


że funkcja Fx jest ciągła w punkcie ty e Ry. Ponieważ to był wybrany dowolnie 


wnioskujemy, że funkcja Fx jest ciągła na R4. 


Łącząc powyżej wykazaną ciągłość Fx z wcześniej pokazaną ograniczonością Fx 
stwierdzamy, ze operator F przekształca przestrzeń BC w siebie. 

Dalej pokażemy, że operator V zdefiniowany wyżej przekształca przestrzeń 
BC. w siebie. 
W tym celu, podobnie jak powyżej, ustalmy funkcję z = x(t) = (z,(t)) € BCy. 


Następnie, dla dowolnie ustalonych liczb t € R. oraz n € N, w oparciu o założenia 


(iii) oraz (iz) mamy, że 


t 


(Vas) E) NIONCZOCONE 


0 
t t 
< | Ike s)|g ds < a | |k(t, s)|ds < JK. (5.5) 
0 0 
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W szczególności uzyskane oszacowanie pokazuje, że funkcja Væ jest ograniczona 


na przedziale R,. 


Następnie ustalmy e > 0 i wybierzmy liczbę 6 > 0 tak, aby spełniony było 


założenie (ii). Wtedy dla dowolnych t,,t2 € R, takich, że |tə — ty| < 0, na 
podstawie założeń (ii) oraz (ix) (zakładając na przykład, że ty < t2) otrzymujemy 


(Vaz) (t2) — (Vn) (ta) 


t2 


< [ talta 8)gn(s, zils): 25) ds = f ktAnEAG2G).-.)ds 


t2 


+ |htSubaAGAG,.-)G- | kaltr: s)gnlsi z1); 22l), -ds 


0 
t2 


< / |kn(ta, 8) — kn (ti, 8)||gn(S, 11(5), 12(S),...)|ds 


t2 


+ f lkin(t1, 8)||gn(5, 11(8), Vo(s),...)|ds 


<|aGlaGn6)26)-36+ | KlaGaG)26).-Jlds 


gdzie K jest stałą z założenia (iv), natomiast wy(0) oznacza zwykły moduł jed- 


nakowej ciągłości ciągu funkcji t > k,(t,s) na Ry (zgodnie z założeniem (iit)). 


Oczywiście mamy, że w;,(d) > 0 dla 6 > 0. 
Zauważmy następnie, że korzystając z założeń (ix) oraz (x), powyższe oszacowanie 


prowadzi nas do kolejnego 
|Wz)(t2) — (Vas )(tı)| < Gwy(ó6) + 9K 6. (5.6) 
Zatem mamy, że 


I|(Vx)(t2) — (Vz) (ti) lh. < Gwz(6) + G2 6. 


To pokazuje, że funkcja Vz jest ciągła na przedziale R}. Łącząc ograniczoność 


funkcji Vx z jej ciągłościa na Ry wnioskujemy, że operator V przekształca prze- 


strzeń BC w siebie. 
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Biorąc pod uwagę fakt, że przestrzeń BC = BC(R;,, l.) jest algebrą Banacha 


względem mnożenia po współrzędnych ciągów funkcji oraz uwzględniając definicję 
operatora () oraz założenie (i), wnioskujemy, że dla dowolnie ustalonej funkcji 
c = a(t) € BC funkcja (Qx)(t) = ((Qnx)(t)) = (an(t) + (Fzz)(ż)(Vz)(t)) 
przekształca przedział R} w przestrzeń l. 


Rzeczywiście, mając na względzie fakt, że ((F,z)(t)) € lo dla każdego t e Ry oraz 
w świetle oszacowań (5.5) oraz (5.2) otrzymujemy 

dm (t)| + |(Frz)(t)||(Vzz) (2)| 

an (t)| + |(Fnz)(t)|g Ka 

dla każdego n € N. Oznacza to, że (Qx)(t) = ((Q,z)(t)) € lœ dla każdego t e R}. 


W podobny sposób uzyskujemy ograniczoność funkcji Qx na R,, jeżeli uwzględ- 


nimy dodatkowo założenie (i). Następnie zauważmy, że ciągłość funkcji Qx na Ry 


wynika wprost z ciągłości funkcji Fx oraz Vx na przedziale R... 


Ostatecznie łącząc wszystkie wyżej pokazane własności funkcji Qx wnioskujemy, 
że operator Q przekształca przestrzeń BC w siebie. 


Zauważmy teraz, że na podstawie oszacowań (5.2) oraz (5.5), dla dowolnie 


ustalonych n € N oraz t € R4, otrzymujemy 
(Qnz)(t)| < |az(t)| + (Fnr) Oll Var) E 
KP KEMIT + F|gK, 


A+FgK, +gKyt(|e||Bc_)||z||Bcz- 


ZA 


/N 


Stąd dostajemy następujące oszacowanie 
|Qr||Bc. S A+ FIK +g Kil (\ellac.)lellec.- 


Z powyższej nierówności i założenia (xi) wynika, że istnieje liczba ry > 0 taka, że 
operator Q przkształca kulę B,, (w przestrzeni BC) w siebie. Inaczej mówiąc, 
istnieje taka liczba ro > 0, że dla każdego x e BC, takiego, że ||z||Bc, < ro 


wartość operatora (Qx)(t) spełnia nierówność || (Qx) (t) l| Bc < To, tzn. 


|Qz||Bc. 4 A+ FgK; +gKit(||z||Bc..)||2||Bc- 
<A+FgK; +gKil(ro) ro Ś ro. 
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W dalszej części pokażemy, że operator Q jest ciągły na kuli B,,. W tym celu, 
biorąc pod uwagę postać operatora Q, wystarczy pokazać ciągłość operatorów F 
oraz V osobno. 

Ustalmy zatem dowolną liczbę e > 0 i wybierzmy x € Bm. Następnie weźmy 


dowolny punkt y € Bn tak, aby ||z —yl|Bpo„ < e. Wtedy, dla ustalonego n € N 


oraz dla t € Ry, biorąc pod uwagę założenie (vi) i Uwagę 5.1.2, mamy 
(Fas) (t) — (Fry) (t)| = |fa(t, z1(t), z2(£),...) — fa(t,ys(t),Ya(t),... )| 
<S I(ro)|lr — y||Bc. Ś Uro) e. 


Zatem otrzymujemy, że 
Fx — Fyllac., S I(ro)E. 


Z tego oszacowania wynika żądana ciągłość operatora F na kuli B,,. 


Następnie wybierzmy dowolne punkty x = («;), y = (y:i) € Bm. Wtedy, 


uwzględniając założenie (viii), dla ustalonych t e Ry oraz n € N, otrzymujemy 


|(Vnx)(t) — (Vy)(t)| 


t 


< f Ialt 5)llga(s,20(8),20(8)5--) = galsi) vC): lds 


0 
t 


< i lkn(t, s)|m(ro) sup {|xi(s) — yi(s)|: i > n}ds 


ri / |kn(t,5)|(lie(5) — y(3)|L..)ds 


t 


< m(ro) sup fletu) - std, :uER.) | kts. 


Zatem, biorąc pod uwagę założenie (iii), otrzymujemy następującą nierówność 
|Wnz)(t) — (Wy)(t)| < Kim(ro)||z — yll Bc- 
W konsekwencji mamy 
[Vz —Vyl|Bc. < Kim(ro)||z — yll Bc- 
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Na podstawie wyżej uzyskanego oszacowania stwierdzamy, że operator V jest cią- 
gły na kuli B,,. Pokazana została zatem ciągłość operatora Q na kuli B,, 
Rozważmy teraz pierwszy składnik miary niezwartości 3, to znaczy wielkość 


wę” określoną wzorem (4.26). Ustalmy dowolnie liczbę € > 0. Następnie wybierzmy 


t,s € R, tak, aby |t—s| < £, a także weźmy niepusty podzbiór X kuli B,,. Wtedy, 


dla funkcji z = x(t) = (x,(t)) € X oraz dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej 


n, szacując podobnie jak w (5.4), mamy 


|(Fnx)(t) — (Fuz)(s)| < U(ro) sup 4les(t) — ai(s)| : i > ny 


+ sup {| falt, £1, 2, 1.) — fn(5,%1,%2,...)|: lt — s| S €, |[(an) llo S ro} 
< (ro) w*(z,e) + w(f,€), (5.7) 
gdzie 
Woo(f,€) 
= sup { sup {| fn(t, £1, £2, 1.) — fn(5,%1,%2,...)|: lt — s| S €, IEn llo S ro} |. 
neNŃ 


W świetle założenia (v) mamy, że wi (f,e) + 0 dla € > 0. 


Teraz z oszacowania (5.7) dedukujemy, że 


w*”(Fz,e) S l(ro) w™ (z,e) + wi (fe). (5.8) 


Zauważmy dalej, że pod tymi samymi warunkami jak powyżej, zakładając do- 


datkowo, że t > s, podobnie jak w (5.6) otrzymujemy następujące oszacowanie 
|Wzx)(t) — (Vax) (s)| < Gwy(e) + 9 Kae, 


gdzie symbol wy(e) oznacza wcześniej wprowadzony moduł jednakowej ciągłości 


ciągu funkcji t + k,(t,T) tzn., 


wple) = sup { sup (|kn(t, 7) — kn(5,T)|:t,s,TER;y,TKtŁT<85,t—s|< e). 


neN 


Oczywiście wy(e) + 0 dla € + 0. 


Następnie zanotujmy, że z powyższego oszacowania otrzymujemy 
w*”(Va,e) < Gwy(e) + g Kae. (5.9) 
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Dalej, dla ustalonej funkcji z € X oraz dla dowolnych liczb t, s € R4}, uwzgled- 


niając postać operatora Q otrzymujemy 


ICQ — (Qz)(s) lie = (a(t) + (Fz)()(Vz)(t)) — (als) + (Fz)(s)Wz)(s)) | 
< lat) — als) lli FIV 2) (||. |I(Fz)(t) — (Fe) (s) Ili. 
+ |(Fz)(s) ||: (Vx) (4) — (Vx)(s) li. 

gdzie oznaczono a(t) = (a,(t)). 
Następnie ustalmy e > 0 i załóżmy, że |t — s| < e. Wykorzystując (5.8), (5.9), 


(5.3) oraz (5.5), otrzymujemy z powyższej nierówności oszacowanie 
w” (Qr, €) w*(a,e) + gKiw”*(Fz,e) 
+ (rol(ro) + F)(Gwy(e) +9 Ke) 
<w*(a,e) + 7Ki |i(ro)w*(a,e) + wh) 
+ (rol(ro) + F)(Gwy(e) + g Ke). 


Zatem, mając na uwadze pokazane wyżej własności funkcji e > wł (f,e), oraz 


€ + wy(e), a także założenie (i) dostajemy nierówność 
wę (QX) < gKil(ro) wę (X). (5.10) 


W następnej części rozważymy drugi składnik miary niezwartości u3 zdefinio- 
wanej wzorem (4.35) dla i = 3. Ten składnik został oznaczony jako mg i opi- 


suje go wzór (4.29). Wybierzmy zbiór X C B,, oraz ustalmy dowolnie funkcje 


x = x(t), y = y(t) e X. Wtedy, dla dowolnych t € Ry oraz k € N, mamy 


|(Qex)(t) — (Qry)(1)| = |(Frz)(Ł)(Vrz)(t) — (Fry) (t) (Vey) C) 
< (Va El Ekr) — (Fry) (t)| + |(Fry) (£)|IWzz)(t) — View) (|. (5.11) 
W dalszej części będziemy szacowali składniki występujące po prawej stronie 
nierówności (5.11). 
Zatem ustalmy liczbę naturalną n oraz wartość T > 0. Następnie dla t € [0, T] oraz 


dla pe N,p>n, na podstawie założeń (viii) oraz (iii), dla dowolnie wybranych 
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funkcji x,y € X, otrzymujemy 
(Vox) (t)-(Vpy) ()| 
< | it 5)||9p(s, 1(5), T2(8),...) — gp(5,Y1(5),Y2(5),... )|ds 


m(ro JE (t, s)| (sup (lzi(5) yi(s)| : |:i>p))ds 


malro) | p(t, s)| La fg {sup l(t) - m" ds 


< K; m(ro) sup {sup { sup {|z,(t) — yi(t)|: z = z(t),y = y(t) € "dh 


te[o,T] Uiżn 


Stąd otrzymujemy 


sup {sup {sup (100 - (WO e= 20y = e x)) | 


te[0,T] L pèn 


<i mir) sup {sup { sup (elo - v(t) : £ = z(t), y = y(t) € a} 


tefo, T] L ièn 


Powyższe oszacowanie prowadzi do nierówności (por. wzór (4.29)): 


T3 (VX) < Kı m(ro) B3 (X). (5.12) 


Podobnie jak powyżej, dla dowolnie ustalonych n € N, t € R, oraz x = x(t), 


y = y(t) € X, wykorzystując założenie (vi), dostajemy 
|(Fnx)(t) — (Fny)(t)| < I(ro) sup £|z;(t) — ys(t)| : i >n}. 


Stąd wyprowadzamy następujące oszacowanie 


sap (sp { sup {1P - EVON: e= 200. = ult) EX)) | 


te[0,7] Lion 


try] sup {sup { sup {|z.(t) — y(t)| : z = z(t), y = y(t) € "9. 


te[0,7] Lien 
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Mając na uwadze wyżej wykazaną nierówność oraz wzór (4.29), otrzymujemy na- 
stępującą nierówność 
aż (FX) < (ro) 73 (X). (5.13) 


Ostatecznie łącząc oszacowania (5.11), (5.5), (5.2), (5.12) oraz (5.13), dostajemy 
Tix (QX) < 7K: l(ro) E (X) + (I(ro) To + F)K, m(ro) B(X). (5.14) 


W kolejnej części naszych rozważań weźmy pod uwagę trzeci składnik miary 
niezwartości uż określonej wzorem (4.35) tzn. element c(X) wyrażony wzorem 
(4.32). Ustalmy zatem niepusty zbiór X C B,,, oraz weźmy funkcje z = x(t), 
y = y(t) e X. Następnie ustalmy T > 0 oraz wybierzmy £ > T. Wtedy, dla 
dowolnie wybranej liczby naturalnej n, na podstawie rachunków prowadzonych 


przed (5.12), otrzymujemy 


WAG) — (Van) (| < Ki m(ra) (sw {sup e(t) — utd) | 


t>T Uiżn 


Powyższe oszacowanie prowadzi do nierówności 


sup {sup (pIK00 ~ VOe a(t), = ult) € x} ) 


t>T neN 


< Ki m(ro) { sup { sup sup en(t) = wl] 2 = 20y = ult) EX) LY. 


neN 


t> 


Ostatecznie dostajemy, że 
c(VX) < Kım(ro)ce(X). (5.15) 


Następnie, argumentując podobnie jak w rachunkach poprzedzających oszaco- 


wanie (5.13), otrzymujemy następującą nierówność 
c(FX) < l(ro)ce(X). (5.16) 
Ostatecznie łącząc oszacowania (5.15), (5.16), (5.2), (5.5) oraz (5.11) dostajemy 


e(QX) <7 Kı llro)e(X) + (ro) reek F) Kı m(ro) c(X). (5.17) 
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Teraz, łącząc (5.10), (5.14), (5.17) oraz uwzględniając wzór (4.35) definiujący 
miarę niezwartości uł, mamy 
n(QX) <G Ki (ro) wę (X) 
+ [9 Kil(ro) + (ro (ro) + F) Ki m(ro) |r) 


+ [3K I(ro) + (rol(ro) + F) K, m(ro)) c(X). 


Stąd wyprowadzamy następujące oszacowanie 
(QX) < |G Kil(ro) + (rol(ro) + F)K, m(ro)|nż(X). (518) 


Biorąc pod uwagę uzyskane wyżej oszacowanie, założenie (xi) oraz Twierdze- 
nie 1.1 wnioskujemy, że istnieje co najmniej jeden element z € B,,, który jest 
punktem stałym operatora Q w kuli B,,. Oczywiście funkcja x = x(t) jest rozwią- 
zaniem nieskończonego układu równań całkowych (5.1) w przestrzeni BC... 

Ponadto, w świetle Uwagi 1.2 oraz opisu jąder miar niezwartości Ha, Hb, He 


umieszczonego po dowodzie Twierdzenia 4.1.4 wnioskujemy, że funkcja z = z(t) 


jest jednostajnie ciągła na przedziale R.. 


Koniec dowodu. 


Pokażemy teraz przykład ilustrujący rezultat Twierdzenia 5.1.3. 


Przykład 5.1.4. Rozważmy następujący nieskończony układ nieliniowych kwa- 


dratowych równań całkowych typu Volterry-Hammersteina 


t+1 
Cult) = sin (5 Ee ) 
t+n 


t 
(tlt) | AO) | z3 a(t) j s _aretg (27 (5) + £1(5)) ds, (5.19) 
Nnt) n+l nt2}/n+e+e B+n+ 8? ale 


0 


dla n = 1,2,... oraz t € R4. Dodatkowo 8 jest dodatnią stałą, która zostanie 


sprecyzowana w dalszym ciągu. Zauważmy, że nieskończony układ (5.19) jest 
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szczególnym przypadkiem układu (5.1), jeżeli przyjmiemy 


t+1 
a,(t) = sin (3 ~ ) ; (5.20) 
nll, Ci, 02, ... ~ ntr? jez | pp? 
s 
kol, 8) = spi (5.22) 
arctg(x2 + £21 
gnt, Cis Loe.) = Blan + tee ) (5.23) 


dla n = 1,2,... oraz t € Ry. 


W celu pokazania, że nieskończony układ równań całkowych (5.19) ma rozwią- 


zanie w przestrzeni Banacha BC, = BC(R,,!.) wystarczy zastosować Twier- 


dzenie 5.1.3. W tym celu pokażemy, że funkcje określone wzorami (5.20) - (5.23) 
spełniają założenia (i) - (xi) Twierdzenia 5.1.3. 
Zauważmy najpierw, że funkcje a,(t) opisane wzorem (5.20) spełniają warunek 


Lipschitza ze stałą L= 1 dla n = 1,2,... . Zatem te funkcje są jednakowo ciągłe 


na R}. Ponadto mamy, ze 


A =sup {|an (t| : n =1,2,...,t ER}}=1. 


Pokazuje to, że założenie (i) jest spełnione. 


Następnie zauważmy, że funkcje fn = fn(t, £1, £2,... ) dane wzorem (5.21) prze- 


kształcają Ry x R® w R (n = 1,2,...). Ponadto, biorąc pod uwagę, że funkcje 


fn nie zależą wprost od t wnioskujemy, że spełnione jest założenie (v). 
W celu wykazania założenia (vi) ustalmy liczbę r > 0 oraz weźmy z = (2;), 
y = (yi) € lo takie aby |x|, < r oraz ||y||i, < r. Wtedy uwzględniając wzór 


(5.21), dla dowolnej liczby naturalnej n, mamy 


Feb £1,%2, ae uj = falt, Y1, Y2, AE )| 


Tn Yn a 2 2 | 1 3 3 | 
— — SM a= 
n+ Ln n+ Yn n+ 1 n+l Yn+1 + n+ 9 n+2 Yn+2 
Następnie uwzględniając nierówność 
T y 


1 
< |x — yl, 
n 


n + x? "n+y? 
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otrzymujemy 
lfn(t, £1, £23...) — falt, Y1, Y2,---)| 
< Šen — yal + — (lennil + larl) ltn — dna 
n n+l 
1 2 2 
T n+2 ee + |En+2||yn+2| + aja) |En+2 — Yn+2| 


3r 2 
one Yn+1| ewa n+2 5 Zn+2 — Yn+2| 


ge poza 2r 
—|dn — Un 
> y naci 


1 2r 3r? 
< max Ag n+ ie n+ 9 IE = Yn + eer =~ Yn+1| + |En2 = Yn+2l| 


< 3 max £1, r, r”) sup (lz; — yil :i > n}. 
Zatem, założenie (vi) jest spełnione dla 
I(r) = 3 max {1,r,r7}. 


Zauważmy dalej, że f,,(t) = |f,(t,0,0,...)| = 0 dla każdego n = 1,2,... . Zatem 
funkcje (fn) spełniają założenie (vii), oraz F = 0. 


Następnie widzimy, że funkcje k,(t, s) definiowane wzorem (5.22) są ciągłe na 


zbiorze RŽ. Poza tym, dla dowolnie ustalonych ły,£4 € R; (bez straty ogólności 


możemy założyć, że tı < t2) oraz dla n € N, s € R}, mamy następującą nierówność 
s s 


kn(to, s) — kn(tı, s)| = — 
[kn (t2, 8) — kalta, 8) n+s?+t n+s?+8 
= s(t? — t?) 2 sty + sto 
o (n+s?+t7)(n+s?+tż)  (n+s?+ tż)(n + s? + t) 


A z NEO RE pellet olus 
"= n+ +Ë  n+s2+ 2 2 1| > 2 2 2 1| — [ee 1i: 


Powyższe oszacowanie pokazuje, że funkcje kn(t,s) (n = 1,2,...) spełniają zało- 


[tą — tı| 


żenie (ii). 


W celu wykazania założeń (iii) oraz (iv) wystarczy zauważyć, że 


PC RE a. 

nt, S 

“stn s2+1 2 

Oraz 
t $ 3 1 

1 28 1 n + 2t 
k,(£,s)|ds = ds = —1 < —In2 

| Wend sf eae” zn (pr) <ih 
0 0 
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dla n = 1,2,... . Zatem założenia (iii) oraz (iv) są spełnione dla następujących 


stałych 

1 1 
Kı = -ln2, K= —. 
2 2 


Następnym naszym krokiem jest wykazanie założenia (viii). W tym celu 


ustalmy liczbę r > 0 oraz weźmy x = (zi) y = (yi) € lo takie, że |z|, Sr 


loo 


oraz ||y|j, < r. Wtedy uwzględniając wzór (5.23), dla dowolnych t € R, oraz 


n € N, otrzymujemy 


|gn(t, W1,l2,.. z] Galt, Y1,Y2,--- | 


1 
< EEE arctg(zn + x2) — arctg(y? + Ya) 
1 
< Ge = yn) F o; s gaa] 
B+ 
1 
< gg | Kn — Yal (len + løn) + lms — Yass! (lEn + dna!) 
2r 
< B +1 (len = Yn + (Ea = Yn) 
g 4r {| ies \ 
a "DU Li Yil: nę. 
Sag UP yi): i > 
Zatem funkcje gn(t, £1, £2,...) (n = 1,2,...) spełniają założenie (viii) z funkcją 
4r 
m(t) = 
(r) B+1 


Poza tym otrzymujemy 
1 z T 
+n  2(8+1) 


dla n € N oraz t € R}. To pokazuje, że założenie (ix) jest spełnione ze stałą 


lon (t iss 
Gn\l, C1, T2,- >93 8 


sm T 
3 2(8+1) 


Dalej, dla dowolnie ustalonych n € N oraz t € Ry, otrzymujemy 


ds < | SES) + thal) 


d 
5+n+s? i 


0 


a |gn(8; c1(8),To(8),.-. 
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<5 / ds 2 
P2J B+n+s 4/BĘT 
0 
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Zatem wnioskujemy, że funkcje gn» spełniają założenie (x) ze stałą 


T2 


= IJET 
dla n = 1,2,.... 

Ostatecznie łącząc powyżej ustalone wartości stałych A, F, Kı, Ko, g, Œ oraz 
uwzględniając wzory wyrażające funkcje I(r) oraz m(r) otrzymujemy, że pierwsza 
nierówność z założenia (xi) ma postać 

ni 3mr In2 
4(8 + 1) 


Biorąc B = 37, liczba r = 3/2 spełnia powyższą nierówność. 


max £1, r,r*] <r. 


Druga nierówność z założenia (xi) dla tak przyjętych stałych 6 = 37, ro = 3/2 


przyjmuje postać 
2fmln2  243ln2 te 


608 304 
Ta nierówność jest prawdziwa, zatem założenie (xi) jest spełnione. 


Zatem stosując Twierdzenie 5.1.3 wnioskujemy, że nieskończony układ równań 


całkowych (5.19) ma co najmniej jedno rozwiązanie x(t) = (z,(t)) zawarte w kuli 


B3/2 w przestrzeni BC. To rozwiązanie jest jednostajnie ciągłe na przedziale R. 


5.2 Istnienie rozwiązań nieskończonych układów równań cał- 
kowych w klasie ciągów funkcyjnych jednakowo znika- 
jących w nieskończoności 


W tej części pracy będziemy studiować bardziej ogólny nieskończony układ 


nieliniowych równań całkowych. Rozważania będą prowadzone w tej samej prze- 


strzeni Banacha BC(R,,/.), ale wykorzystana zostanie inna z miar niezwartości 


określonych wcześniej. To podejście pozwoli nam uzyskać rezultat egzystencjalny 
dotyczący wspomnianego układu, lecz pod słabszymi warunkami niż te, które wy- 
stępują we wcześniejszym podrozdziale. Zatem ten rezultat jest pewnym uogól- 
nieniem wcześniej podanego wyniku. 


Jak już zostało wcześniej wspomniane, nasze rozważania będą dotyczyć prze- 


strzeni Banacha BC (R+, lœ) = BC x opisanej wcześniej. Będziemy używać miary 
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niezwartości uj,(X) wyrażonej wzorem (4.33) (dla 4 = 1). Dokładniej mówiąc ta 


miara jest określona następująco 
Mal X) = wę (X) + Aol X) + aoo( X), (5.24) 


gdzie składniki wę”, mi, oraz a, są opisane odpowiednio wzorami (4.26), (4.27) 


oraz (4.30), które tu przypomnimy: 


w = im sup {sup { sup fen — [n(s)| : £t,s E€ R4, lt — s| < ||. 


E—0 (vex 


Bo (X)= lim 4 su lim su sup + |tz(t)|:k >n ; 
oo- pe fa (m {a4 9 


Gisos( X) = lim sup { sup { suplan +>ry| 
Too | g=z(t)EX neN 


Uwaga 5.2.1. Bardzo istotna jest obserwacja, że do jądra miary m$, której bę- 


dziemy używać, należą takie zbiory X z przestrzeni BC,, = BC(Rņ¿, lœ), że ele- 


menty tych zbiorów są ciągami funkcyjnymi określonymi na R. i m.in. takimi, 


że są to ciągi jednakowo znikające w nieskończoności. Dokładniej mówiąc, jądro 


ker ul miary uł składa się z ograniczonych podzbiorów X przestrzeni BC(R,, Ix) 


takich, że funkcje z X są jednakowo ciągłe na R, i zmierzają do zera z tą samą 


prędkością, tzn. jednostajnie ze względu na zbiór X. Ponadto, wszystkie prze- 
kroje X(t) = {x(t) : x € X) zbioru X należą do jądra ker u miary niezwartości u 


w przestrzeni Banacha lə. 


Rozważmy nieskończony układ nieliniowych kwadratowych równań całkowych 


typu Volterry-Hammersteina, takiej postaci jak (5.1), tzn. 


t 


Galt) jag) yale) Gelb) ya s) [bolt s)gn(5,11(8),to(8),...)ds 


0 


dla t € R, oraz dla n =1,2,.... 
Sformułujemy teraz założenia pod jakimi będzie rozważany nieskończony układ (5.1). 
(i) Ciag (an(t)) jest elementem przestrzeni BC% takim, że lim an(t) = 0 jedno- 
—00 


stajnie względem n € N tzn. spełniony jest następujący warunek 


Vay V lale: 


e>0 T>0 t2T neN 
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Ponadto, lim a,(t) = 0 dla wszystkich t e R}. 
noo 


Oznaczmy przez A normę elementu (a,,(t)) w przestrzeni BC% 


A =sup4|an(t)|:t E Ry,n =1,2,...}. (5.25) 


(ii) Funkcje k,(t, s) = kn : R? + R sa ciągłe na zbiorze R? (n = 1,2,...). Co 


więcej, funkcje t > k,(t, s) są jednakowo ciągłe na zbiorze R. jednostajnie 


względem s € R; tzn. zachodzi następujący warunek 


Vay Vv [lt = til < 8 = |ku(ta,s) — kult, s)] <<]. 


e>0 6>0 ne sER+ ty ,t2ER+ 


(iii) Istnieje stała Kı > 0 taka, że 


t 
f me s)|ds < K 
0 


dla wszystkich t € Ry oraz n = 1,2,.... 


(iv) Ciąg (k,(t, s)) jest ograniczony na R$ tzn. istnieje stała Ky > 0 taka, że 


Kult s)| < Ko 


dla t,s € R; orazn=1,2,.... 


(v) Funkcja f, jest określona na zbiorze R. x R% i przyjmuje wartości rzeczywi- 


ste dla n = 1,2,... . Ponadto, funkcja t > f,(t, £1, 19,...) jest jednostajnie 


ciągła na R, jednostajnie ze względu na x = (£n) € lœ oraz jednostajnie 


względem n € N tzn. spełniony jest następujący warunek 


WEBOWE N N ligand 


e>0 6>0 (a;)Eloo NEN t,sER+ 


> |fn(t, £1, £2,...) > fals, £1, £2,...)| S e]. 


(vi) Istnieje funkcja I : Ry + R; taka, że l jest niemalejąca na R4}, ciągła 


w 0 oraz istnieje ciąg funkcji ( f„) będących elementami przestrzeni BC, 
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przyjmujących nieujemne wartości oraz takich, że lim fa (t) = 0 jednostajnie 
—00 


względem n € N oraz lim f„(t) = 0 dla każdego t € R. Ponadto dla 


każdego r > 0 spełniona jest następująca nierówność 


[falt trta] < 7,0 +10) sup {ll:i >n} 


dla każdego x = (2;) E€ lœ takiego, że ||x||i, < r, dla każdego t e R. oraz 
dla n = 1,2,.... 


Zauważmy, że na podstawie założenia (vi) możemy określić stałą 


F =supff,(t):£€Ry,n=1,2,...). 


Poniżej formułujemy pozostałe założenia pod jakimi będziemy rozważać układ (5.1). 


(vii) 


(viii) 


Istnieje funkcja m : R, > R, taka, że m jest niemalejąca na R4, ciągła w 0, 


oraz spełniona jest następująca nierówność 


|fn(t, £1, £2, a 3 2 Jab Y1, Y2,--- )| < m(r)||x ~~ yli 


dla każdego r > 0, oraz dla x = (u;), y = (yi) € loo takich, że |z|j_, Śr, 


lylo <r i dla wszystkich t e Ry orazn=l,2,.... 


Funkcja gn jest określona na zbiorze R, x R® i przyjmuje wartości rzeczy- 


wiste dla n = 1,2,... . Ponadto operator g określony na zbiorze Ry x l” 


wzorem 
(gx) (t) = (gn(t,z)) = (g(t, ©), galt, ©),...) 


przekształca zbiór R. x lœ w przestrzeń lœ. Dodatkowo operator g jest taki, 


że rodzina funkcji {(92)() fier, jest jednakowo ciągła w przestrzeni lœ tzn. 


dla każdego e > 0 istnieje 6 > 0 taka, że 


(gy) (6) — (gx) Hll <E 


dla każdego t € R. i wszystkich x,y € l. takich, że ||x — yll < ô. 
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(iz) Operator g określony w założeniu (viii) jest ograniczony na zbiorze R, x le. 


Dokładniej mówiąc, istnieje dodatnia stała G taka, że 


(9%) hac = sup |gn(t, 2)| < G 


dla wszystkich z € lœ oraz t € R4. 


(x) Istnieje dodatnie rozwiązanie ro nierówności 
A+ FGK, + GKyrl(r) <r 


takie, że 
GK, max {I(r9), m(ro)} < 1, 


gdzie stałe A, F, G, K, zostały określone powyżej. 


Przed sformułowaniem głównego rezultatu tego rozdziału wskażemy na kilka 


konsekwencji założenia (i). 


Lemat 5.2.2. Niech funkcja x(t) = (x,(t)) będzie elementem przestrzeni BC... 


Wtedy ciąg (£n) jest ograniczony i lokalnie jednakowo ciągły na R}. 


Dowód. Zauważmy najpierw, że funkcja z = x(t) = (z,(t)) jest funkcją ciągłą na 


przedziale R. o wartościach z przestrzeni lœ. Zatem dla każdego T > 0 funkcja x(t) 


jest jednostajnie ciągła na przedziale [0,7]. Stąd wynika, że dla każdego, dowolnie 
ustalonego e > 0, możemy znaleźć ô > 0 taką, że z nierówności |ty — ło| < 6, dla 


tı, t2 € [0, T] wynika, że 
\|a(t2) — z(t4)||i., = sup (|cn(ż2) = (bi) | : n = 1,2,... } <e. 


Zatem nierówność |£„(t2)— £n(tı)| <S e jest spełniona dla wszystkich n = 1,2,.... 

Podsumowując wnioskujemy, że dla każdego e > 0 istnieje 6 > 0 taka, że dla 
dowolnych ty, ła € [0,7] takich, ze |to — tı| < 0, oraz dla wszystkich n = 1,2,... 
zachodzi nierówność |x,(t2) — t„(t1)| < e. To oznacza, że ciąg funkcji (£n) jest 


jednakowo ciągły na przedziale [0,7]. Zatem ciąg (z,) jest lokalnie jednakowo 


ciągły na R4. 


TT 


W dalszej części dowodu zauważmy, że funkcja z(t) e BC(R,,1,.) jest ogra- 


niczona na R4}. Oznacza to, że istnieje stała M > 0 taka, że ||z(ż)||i, < M dla 


każdego £ € Rz. Stąd wynika, że |x,(t)| < M dla n = 1,2,... oraz dla każdego 


t € R}. To pokazuje, że ciąg (£n) jest ograniczony na przedziale R,. 


Lemat 5.2.3. Niech ciąg funkcji (a„(t)) będzie elementem przestrzeni BC, takim, 
że lim an(t) = 0 jednostajnie względem n € N (por. założenie (i)). Wtedy ciąg 
—00 


(an) jest ograniczony oraz jednakowo ciągły na R4. 


Dowód. Ograniczoność ciągu (a) na R, wynika wprost z Lematu 5.2.2. W celu 


udowodnienia jednakowej ciągłości (an) na R. ustalmy e > 0. Uwzględniając 


założenie o jednostajnej granicy, możemy znaleźć liczbę T > 0 taką, że 
E 
lan(t)| < Ë 


dla t > T oraz n = 1,2,... . Z drugiej strony, uwzględniając Lemat 5.2.2 wniosku- 


jemy, że ciąg (an) jest lokalnie jednakowo ciągły na R4}. Zatem możemy określić 
liczbę ô > 0 tak aby 


E 
lan(ta) — an()| < Ê 
dla ti, t2 € [0, T] takich, że |t2—tı| < 6 oraz dla wszystkich n = 1,2,... . Następnie 


ustalmy dowolne ty, t2 € R, takie, że |t2 — tı| < 6. Bez straty ogólności możemy 
założyć, że ty < tą. Jeżeli ty, tą € [0, T], wtedy w świetle powyżej ustalonego faktu 
mamy, że 


An (ta) — an(ti)| < 


NIO 


dla n = 1,2,.... 
Jeżeli tı, t2 > T, wtedy otrzymujemy 


[An(t2) — an(tı)| < [an(t2)| + lan(tı)| < 


NI 


dla n = 1,2,.... 
Załóżmy teraz, że tı < T < tə. Wtedy ustalając dowolnie n € N i biorąc pod 


uwagę powyżej pokazane zależności otrzymujemy 


An(t2) — an(tı)| < |an(t2) — an(T)| + |an (T) — an(tı)| < 


NIM 


To pokazuje, że ciąg (an) jest jednakowo ciągły na R4. 
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W dalszej części zauważmy, że jako konsekwencję Lematu 5.2.2 otrzymujemy 


następujący wniosek. 
Wniosek 5.2.4. Wartość A zdefiniowana równością (5.25) jest skończona. 


Sformułujemy teraz twierdzenie o istnieniu rozwiązania nieskończonego układu 


równań całkowych (5.1). 


Twierdzenie 5.2.5. Jeżeli spełnione są założenia (i) — (x), to nieskończony układ 
równań całkowych (5.1) ma co najmniej jedno rozwiązanie x(t) = (£n(t)) w prze- 
strzeni BC = BC(R4, lec). 


Dowód. Na początku, analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 5.1.3, określmy 


trzy operatory F, V, Q na przestrzeni BC w następujący sposób: 
(Fz)(t) =((Fnz)(t)) = (falt, z(t))) = (falt, z1(t), za(t),...)), 


(Vz)(t) 


WE) = (| halt, s)an(s. (5). a(9).---ds), 


(Qz)(t) =((Qnx)(t)) = (an(t) + (Fas) (t) (Var) (t)). 


Najpierw pokażemy, ze operator F przekształca przestrzeń BC w siebie. 
W tym celu ustalmy funkcję z = x(t) = (z,(t)) € BC. Wtedy w świetle założenia 


(vi) mamy następujące oszacowanie 


(Enx) = |fn(t, v(t), ©2(£),... )] 
< falt) +l) sup (le: : i > ny (5.26) 


dla t € R; oraz dla n = 1,2,..., gdzie funkcje f, oraz I = I(r) zostały określone 


w założeniu (vi). Stąd na podstawie (5.26) wnioskujemy, że 


|Fz||sc, < F +U(||z\lac..) le llec.. (5.27) 


dla każdego 1 e BC. To pokazuje, ze funkcja Fx jest ograniczona na R4. 


W celu udowodnienia ciągłości funkcji Fx na przedziale R4, ustalmy dowolnie 


e > (0. Wtedy z założenia (v) otrzymujemy, że istnieje ô > 0 taka, że dla t,s e R. 


oraz |t — s| < 6 spełniona jest następująca nierówność 
|fn(t, £1, £2,- ..) — fnls, £1, £2,... | ŻE 
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dla każdego x = (x;) € lg. To implikuje, że 


I(E) E) — (Fz)(s)||i. < € 


dla t,s € R, takich, że |t — s| < 6. To oznacza, że funkcja Fz jest ciągła (nawet 


jednostajnie ciągła) na R}. Ostatecznie otrzymujemy, że operator F przekształca 


przestrzeń BC. w siebie. 
Przejdźmy teraz do pokazania, ze operator V działa z przestrzeni BC w siebie. 


Zatem, podobnie jak powyżej, ustalmy funkcję z = x(t) = (zx,(t)) € BC. Wtedy, 


dla dowolnie wybranych liczb t € R, oraz n € N, w świetle założeń (iii) oraz (ix), 


mamy 


(Vas) E) < f lhn(t,5)llon(s,20(8),22(8),-.-)lds 


t 


t 
< f |kn(t, s)|G ds < af |kn(t, s)|ds < Gy. (5.28) 
0 0 
W szczególności powyższe oszacowanie pokazuje, że funkcja Vx jest ograniczona 


na przedziale R... 


Następnie ustalmy e > 0 oraz wybierzmy liczbę 6 > 0 według założenia (it). 


Wtedy, dla dowolnie ustalonych liczb ty,to € Ry takich, że |t2 — ty| < ô, na 
podstawie założeń (ii) oraz (ix) (zakładając dodatkowo, że ty < t2), otrzymujemy 


(Vine) (t2) — (Vn )(tr)| 


t2 t2 


< [ talta Sjaals zals) 2a) 9ds = f kalns AnEa)2(),...ds 


+ [ talin sols zils), 28), )ds = f n(tr,s)gn(s,1(s), als). )ds 


0 
t2 


< [lta s) — kn (ti, 5)||Gn(s, 21(s), £2(s),... )|ds 


ta 


+ f lkin(t1, 8)||gn(5, z1(8), z2(8),. -|ds 
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ta 


< |AGGGAG26)..Is+ | Kalan(s,au(s),2(5),---)lds, (5.29) 


0 ty 


gdzie Ko jest stałą występującą w założeniu (iv). Z kolei wy(6) oznacza zwykły 


moduł ciągłości ciągu funkcji t > k,(t, s) na przedziale R4 (zgodnie z założeniem 
(ii)). Oczywiście mamy, że wę(0) + 0 dla 6 > 0. 


Biorąc pod uwagę oszacowanie (5.29) oraz założenie (ix), otrzymujemy 


(Vnt) (te) — (Vnx)(t1)| < Gwgl) + Ko Go. (5.30) 


Zatem otrzymujemy, że funkcja Vz jest ciągła na przedziale R,. Łącząc ograni- 


czoność funkcji V x z jej ciągłością na Ry wnioskujemy, że operator V przekształca 


przestrzeń BC. w siebie. 


Biorąc pod uwagę fakt, że przestrzeń BC, = BC(R4,lœ) tworzy algebre 


Banacha ze względu na mnożenie po współrzędnych ciągów funkcyjnych, oraz 
uwzględniając definicję operatora Q, a także założenie (i) stwierdzamy, że dla 
dowolnie ustalonej funkcji z = x(t) e BC. funkcja (Qz)(t) = ((Qnz)(t)) = 
(a„(t) + (F,z)(t)(V,z)(t)) działa z przedziału R, w przestrzeń lœ. Faktycznie, 
w świetle faktu, że ((F,zx)(t)) € lœ dla każdego t € R. oraz oszacowania (5.28) 


mamy 

(Qnz)(t)| < |an(t)| + GK1|(Fnz)(t)|. 
Stąd stosując (5.26) otrzymujemy, że (Qx)(t) = ((Qnx)(t)) € lœ dla każdego 
te Ry. 


Zauważmy następnie, ze ciągłość funkcji Qx na R+ jest konsekwencją tego, ze 


obie funkcje Fx oraz Vz są ciągłe na Ry. Podobnie możemy stwierdzić, że funkcja 


Qz jest ograniczona na przedziale R}. Wystarczy wykorzystać założenie (i) oraz 
Lemat 5.2.2. 


Ostatecznie zauważmy, że łącząc wszystkie powyżej wskazane własności funkcji 


Qx, otrzymujemy, że operator Q przekształca przestrzeń BC w siebie. 


Dalej, na podstawie nierówności (5.27) oraz (5.28), dla dowolnie ustalonych 
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n € N oraz t € Ry mamy 


<A+ „Fa (lelzc.)lellsc..|GKi 


<A+FGKy+GKil(|iz||Bc_)llzl|Bc_- 


Z powyższego oszacowania i założenia (x) wynika, że istnieje liczba ro > 0 taka, 
że operator Q przekształca kulę B,, w siebie. 

Pokażemy teraz, że operator Q jest ciągły na kuli B,,. Biorąc pod uwagę 
postać operatora Q, występującą na początku tego dowodu widzimy, że wystarczy 
udowodnić ciągłość operatorów F oraz V osobno. 

W tym celu ustalmy dowolnie e > 0 oraz x € B,,. Następnie wybierzmy 


dowolny punkt y € B,, taki, że ||r — y||Bc. < e. Wtedy dla każdego ustalonego 


t e R4, na mocy założenia (vii) mamy 
I(Fy)(t) — (Fx) llis < m(ro) lla — ylis < Emro). 


W szczególności pokazuje to, że operator F jest ciągły w każdym punkcie kuli B,,. 


W calu udowodnienia ciągłości operatora V na kuli B,, określmy funkcję 6 = 


d(€) w poniższy sposób 


d(e) = sup {|gn(¢,y) — gn, 2)| : £, Y € loo, lly — ali, SE, tE R} n EN}. 


Oczywiście z założenia (viii) wynika, że ó(e) % 0 dla € > 0. Następnie biorąc 


x,y E€ Bn takie, że ||y—z||pc., < e oraz t € R}, dla dowolnego n € N otrzymujemy 


|Wy)(t) — (Vn) Œ) 
<JktAlacNO W.) = gals, 1 (8)+ 228); -Jas 


0 
t 


< f Ikn (t, s)|ó(e)ds < Ky6(c). 


0 


To prowadzi do oszacowania 
[Vz —Vyllac,, < Kı ole). 
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Zatem, operator V jest ciągły na kuli B,,. 
Ostatecznie wykazaliśmy, że operator Q jest ciągły na kuli Bn,- 

W dalszym ciągu rozważymy pierwszy ze składników miary uł, to znaczy wiel- 
kość wg” wyrażoną wzorem (4.26). Ustalmy dowolnie liczbę e > 0. Następnie 
wybierzmy wartość ô > 0 zgodnie z założeniem (v). Wybierzmy niepusty podzbiór 


X kuli B,,, oraz weźmy dowolną funkcję x € X oraz n € N. Wtedy dla dowolnych 


t,s E€ R, takich, że |t — s| < 0, uwzględniając założenia (v) oraz (vii) mamy 


(Enx) (t) — (Fnr)(s)| = |fn(t, z1(t), 1a(t),...) — fn(5,%1(8),t2(8),... || 
< |fn(t, z1(t), a(t), .--) — fals, e1(t), a(t), ---)| 
+ |fn(s, 2 (£), zą(t),...) — a a -l 
< € + m(ro) sup (||z(t) — z(5)||i.. : £,5 € R+, |t — s| < ô} 
< € + M(ro)w™ (x, ô) 


Następnie na podstawie powyższego oszacowania otrzymujemy 


w”(Fz,e) Xe+m(ro) w” (zx, ô). (5.31) 


Ustalmy następnie liczbę £ > 0 i wybierzmy ty, łą € R+ tak, aby |t2 — ty| < € 


Bez straty ogólności możemy założyć, że ły < to. Wtedy w świetle oszacowania 


(5.30) otrzymujemy następującą nierówność 
|Wnz)(ta) — (Vn) (tı)| < Gux(e) +G Kze. 
To prowadzi do oszacowania 
w*(Va,e) 4 Gwy(e) +G Kae. (5:32) 


Teraz biorąc pod uwagę reprezentację operatora Q, dla dowolnej funkcji z € X 


oraz dowolnych liczb t, s € Ry, otrzymujemy 


I(Qz)(t) — (Qx)(s)||.., < lalt) — a(s) Ili. 
+ IWzs)().|I(Fz)(t) — (Ex) i)li + IF 2) (s)he ||Wz)(t) — V2)(s) Itc, 


2 
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gdzie a(t) = (a,(t)). 
Następnie ustalmy e > 0 i załóżmy, że |t — s| < €. Wtedy z powyższej nierówności 
i oszacowań (5.31), (5.32), (5.27), oraz (5.28), mamy 


w*(Qz,e) <w*(a,e) +G Ky (e + m(ro) w™(z, €)) 
+ (F + rol(ro)) (Gax(e) +G Ke). 


Teraz uwzględniając Lemat 5.2.3 wnioskujemy, że w*(a,e) > 0 dla s > 0. Na- 
stępnie mając na uwadze, że wle) > 0 dla + 0, z powyższego oszacowania 


wyprowadzamy następującą nierówność 
w*(QX) < GK; m(ro) wę” (X). (5.33) 


Rozważymy następnie drugi składnik miary niezwartości uł (por. wzór (5.24)) 
oznaczony przez pil i określony wzorem (4.27). 
W tym celu ustalmy niepusty podzbiór X kuli B,, i wybierzmy dowolną funkcję 
x = x(t) € X. Dalej, weźmy liczbę naturalną n oraz T > 0. Wtedy dla ustalonego 
t e [0,7], uwzględniając postać operatora Q i oszacowania (5.26) oraz (5.28), 


otrzymujemy 


|(Qnr)(t)| < |an(t) 


+ fale zae 2al) | ealt, loas 218) 22ls), -ds 


< |an(ż) 


+ [7,0 +O) sup {H:i > n)|G ki. 


Następnie biorąc supremum po wszystkich x € X, z powyższego oszacowania 


otrzymujemy 


sp(Q00| < lan(t)| + GK [Fult) + Uro) sup { sup (le(O|:12 ny) |. 


xEX 
Stąd, biorąc pod uwagę założenia (i) oraz (vi), wyprowadzamy następującą nie- 


równość 


lim (spl220|) < itr) $ lim { sup { sup {les()| +1 > nj} |. 


n—> o0 TEX 
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Ostatecznie biorąc supremum pot € [0, T], po obu stronach powyższej nierówności, 


a następnie dla T — oo, na podstawie wzoru (4.27) dostajemy 
Fol X) < GK l(ro) E(X). (5.34) 


W celu oszacowania ostatniego składnika as miary niezwartości uł (por. wzór 
(5.24)) wyrażonego wzorem (4.30), ustalmy niepusty podzbiór X (X c Bm) i wy- 
bierzmy funkcję z € X. Następnie wybierzmy dowolnie T > 0. Wtedy biorąc 


t > T i uwzględniając otrzymane wcześniej nierówności (5.26) oraz (5.28), mamy 
sup{|(Q,x)(t)| : n € N} < sup f|a,(t)|: n € N} 
t 
+ sup 4 |fn(t, z1 (t), ra(t),... )| f lkn(t, s)|lgn(5, 21(s), 12(8),...)|ds:n € N 
0 


< sup {|a,(t)| : n € N} + sup FO) + I(ro) sup {|x;(t)|:i>nb:ne N|GK, 


< sup £|a,(t)| : n € N} + I(ro) G Kı sup | sup (les(0) :i>nbine N 
+ GK, sup {f,(t) :n EN} 


Dalej, biorąc w powyższym oszacowaniu supremum pot > T a następnie pox € X, 


otrzymujemy 


UICZORANY 


LEX LU tT 


< n) N 
sup | sup flan() ne i} 


Hard sup { sup {sup (len) me 93) 


TEX tT 


-G Ka sup { sup (Fl) in € ny} I. 


Biorąc pod uwagę założenia (i) oraz (vi) dla T — oo, otrzymujemy następującą 
nierówność 
Ago(QX) < l(ro) GKiaa(X). (5.35) 


Ostatecznie łącząc oszacowania (5.33)-(5.35) oraz uwzględniając wzór (5.24), 


85 


dla dowolnego niepustego podzbioru X kuli B,, dostajemy nierówność 


GK m(ro) wy (X) +GK l(ro) Tix, (X) + I(ro) GK, doc (X) 
GK, max {I(ro), m(ro) } a} (X). 


(QX) < 
< 


Zatem, biorąc pod uwagę fakt, że operator Q jest ciągły, oraz przekształca kulę B,, 
w siebie, a także uwzględniając założenie (x) oraz Twierdzenie 1.1 wnioskujemy, 


że nieskończony układ równań całkowych typu Volterry-Hammersteina (5.1) ma 


co najmniej jedno rozwiązanie z = x(t) w przestrzeni BC = BC(R4, loo), które 


zawarte jest w kuli B,, i jest jednostajnie ciągłe na przedziale R,. 


Koniec dowodu. 


Pokażemy teraz przykład ilustrujący rezultat o istnieniu rozwiązania nieskoń- 


czonego układu równań całkowych, uzyskany w Twierdzeniu 5.2.5. 


Przykład 5.2.6. Rozważmy następujący nieskończony układ nieliniowych równań 


całkowych typu Volterry-Hammersteina postaci 


L(t) 


z at | B | Yz(t) 
1+n2+t2 Mn?+t2 1+a?(t) 


0 


dla n = 1,2,... oraz t € R}. Zakładamy ponadto, że liczby a, 6, y występujące 


w powyższym układzie są dodatnimi stałymi. 
Zauważmy, że nieskończony układ (5.36) jest szczególnym przypadkiem układu 
(5.1) dla 


at 


n t) = ote an a 
ATTERT en 
B | YTn | YTn+1 
falt tntz.) = zy 1 w wie. (5.38) 
S 

knalt, 8) = ——_z—— 5.39 

ne) Tegra) (3:29) 
Li T dn 
Gall £1, £2, ... ) = arctg ( E ) (5.40) 
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dla n = 1,2,... oraz t,s € R}. 


Pokażemy, że nieskończony układ równań całkowych (5.36) ma rozwiązanie 


w przestrzeni Banacha BC = BC(R4, lœ). W tym celu zastosujemy Twierdze- 
nie 5.2.5. Pokażemy zatem, że funkcje określone wzorami (5.37)-(5.40) spełniają 
założenia (i)-(x) Twierdzenia 5.2.5. 

Zauważmy najpierw, że funkcja a,(t) określona wzorem (5.37) jest elementem 
przestrzeni BC dla n =1,2,... . Uwzględniając nierówność 


at 


stwierdzamy, że lim a,(t) = O jednostajnie względem n € N. Ponadto, zachodzi 
—00 


równość lim a,(t) = O dla każdego t e R4. To pokazuje, że ciąg (a„(t)) spełnia 


założenie (i). Po wykonaniu rachunków otrzymujemy, że 


_ av? 


A 
4 


gdzie stała A jest definiowana wzorem (5.25). (Jest to nie tylko supremum ale 
nawet maksimum dla n = 1, t = V2.) 


Zaobserwujmy dalej, że funkcja k,(t, s) określona wzorem (5.39) (n = 1,2,...) 


jest ciągła na RŽ. Dodatkowo, używając standardowych narzędzi rachunku róż- 


niczkowego widzimy, że 


1 
|Kn (to, s) — kn(t1,5)| < z t2 — tı] 


dla n = 1,2,... oraz dla ty,ł € R}. To oznacza, że ciąg funkcji (k,(:,s)) jest 


jednakowo ciągły na R. jednostajnie względem s € R.. 


Podsumowując stwierdzamy, że założenie (ii) jest spełnione. 


Zauważmy następnie, że dla każdego n € N oraz dla dowolnych t, s € R} mamy 


następujące oszacowanie 


S ź S d 
1+nsż ~1+52 ~ 2° 


[kn (t, s)| < 


Zatem ciąg (kn(t,s)) jest ograniczony na R. ze stałą 


To pokazuje, że założenie (iv) jest spełnione. 


Z drugiej strony otrzymujemy 


t t 
1 1+ Oat? 1 1 
[itott.syias = f ZEE R Pe E i 
1+ n(s? +t?) 2n 1+ nt? 2n 2 
0 0 


Powyższa nierówność pokazuje, ze ciąg funkcji (k,(t, s)) spełnia założenie (iii) ze 


stałą i 
Kı = -]n2. 
2 


Weźmy teraz pod uwagę funkcję t > fn(t, £1, £2,...) określoną wzorem (5.38) 


dla n=1,2,... . Ustalmy dowolnie ty, t E€ Ry, x = (an) E€ lo. Mamy wtedy, że 


| fn(t2, 1, Ta, s .) = fn(t1, £1, £2, ae )| 


= p YTn Vln B Jdn VEn41 
= | | — | | 
nż+t l+a n+aż nż+tt lta? n+aż 


1 1 Gee) 

< E < 

i nż+tż nż+t Í (n2 + t) (n2 + t2) 

ti t2 

= glo — t | 

Bla | Tat ERE 

1 1 1 1 
< Bita — t : | s < lta — t 
dla każdego n = 1,2,... . To pokazuje, że funkcje fn (n = 1,2,...) spełniają 


założenie (v). 
W celu zweryfikowania założenia (vi) ustalmy liczbe r > 0 i wybierzmy 


x= (zi) € lẹ takie, że |z|;, < r. Wtedy, dla dowolnie ustalonych n € N 


oraz t € Ry, otrzymujemy 


Fels z1, £2... )| S gz „| [En] | n 


n? +t? 1+? n+aż 


p b , 
< Pie + (|en| + |tn+i|) < ae + 2ysup {|x| :i > nb}. 
To pokazuje, ze nierówność z założenia (vi) jest spełniona z następującymi funk- 


cjami 


dla n=1,2,... . Ponieważ 8 
pad R 
stwierdzamy, że lim f„(t) = 0 jednostajnie względem n € N. Ponadto mamy, że 
—00 
lim f,,(t) = 0 dla każdego t € R4. 
Nn—>oO 


Podsumowując, założenie (vi) jest spełnione. Ponadto zauważmy, że 


F = sup{ f t) :t E Rn = 1,2,...} = £. 


Następnie ustalmy liczbę r > 0 i weźmy dowolne z = (2;), y = (yi) € loo takie, 


że |lr|li <r, |lylli, <r. Wtedy dla ustalonych n € N oraz t € Ry, mamy 


Ln Yn 
1+2 1+4? 
[En + Tnyj — Yn — Yn] | [nEn + En41Y3 — NYn+1 — L3Yn l 

G++) | (n + 25)(n + y3) 
|(CnyY — Unit) + (Yny — Yna])| 

(1+ 27)(1+ 97) 

|En+1 — Yn+1| j |(En41Y2 — Yn+1Y2) + (Yn+1Y2 — Yn+113)| 
(ntaxy(nty) | (n + «3)(n + yż) 
ln Val | dl iD: — w] 
1 + 27)(1 + yt) Be (Vea Evy) 
(lt2| + |y2]|)|c2 — yo 

(n + 13)(n + y2) 


ntl Yn+1 
n+aż n+y3 


HY 


|fna(t, £1, £2,...) a falt, Y1, Y2,- )l < J 


= 


< Y |En — Yn f Y 


ryn 


SA dan] a 


2 
+ mada cz Yn+1| Y alan = Un 
(n + z3)(n + yż 


+ ylyn+1| 
) 


|z] | FA ) ZETA 
1+z)(l+y) (+a3)(1 yi) 


+ 29|£n+41 — Yn+1| 1 rr( ia z 1 ia 2 ) [12 — yal 
(n + £5)(n + y3) (n + £5)(n + y3) 


S27 |Ln — Yn f Aj (; 


< 2y|En = Ynl + rlz = yıl + 2y|In+1 — Yn+1| + yr|ez — yo| 
<S (47 + 2yr)||2 — ylli = 272 + rlz — yllo- 


Widzimy zatem, że założenie (vii) jest spełnione z funkcją 
m(r) = y(2+ r). 


W następnej części zweryfikujemy założenie (viii). W tym celu ustalmy do- 


wolnie n € N i rozważmy funkcję g,(t,v) = gn(t, £1, £2,...) określoną wzorem 
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(5.40) tzn. 


Li + Tn 
A A ene) = arcte ( : ) 2 
nor 


Wtedy z oszacowania 


Jail + || — || + len 
nae ` n 


[gn(t, z1, £27.. | S 


wnioskujemy, że operator g określony w założeniu (viii) równością 


(gx) (t) = (gn(t,z)) = (g(t, ©), ga(t,©),...) 


przekształca zbiór Ry x lg W Io. 


W dalszym ciągu ustalmy t € R, i weźmy x = (2;),y = (yi) E€ lo. Mamy wtedy 


Li T Tn Yı T Yn 


|gn(t, x) = Gals y)| < 


n + t* n+ 
< | — gl i [En — Yn! |zı — y| | [Zn — Yn! 
` n4t n+ © n no 


To pozwala nam wyprowadzić następujące oszacowanie 


(92) (2) — (gy) (Kl = sup £|gn(t, ©) — gn(t,y)| : n E N} 


< sup | U ł En — Yn nent 
n n 


Ln — Yn 
< asup { Eel INE N) < 22 — ylli- 


Z powyższej nierówności wynika, że operator g spełnia założenie (viii). 


Ponadto dla dowolnych x € lœ oraz t € Ry mamy 


DOl = sup {lgn(t,2)|:n EN) < 5. 


Oznacza to, ze operator g spełnia założenie (ix) ze stałą 
ee - «IE 
G=-. 
2 
W końcu rozważmy pierwszą nierówność z założenia (x). W tym wypadku 
przyjmuje ona postać 


a T 
—~ + —ln2 2 <r. 5.41 
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Z drugiej strony druga nierówność rozważanego założenia (x) przyjmuje postać 


735m2 (2+ ro) < 1. (5.42) 


Wybierając na przykład y < — oraz ro > ag + 


rln2 


7 widzimy, że obydwie nierów- 
ności, (5.41) oraz (5.42), są spełnione. 

Zatem na podstawie Twierdzenia 5.2.5 stwierdzamy, że nieskończony układ 
nieliniowych równań całkowych (5.36) ma co najmniej jedno rozwiązanie należące 


do kuli B,, w przestrzeni BC(R4, loo). 
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